Patrulaterul

Patrulaterul convex. Suma masurilor unghiurilor unui
patrulater convex

Observa si descopera!

1. Sara citeste urmatorul enunt: Deseneazd patru puncte, oricare trei dintre ele necoliniare
si apoi construieste segmentele determinate de acestea. Deoarece nu isi aminteste niste notiuni,
apeleaza la Victor.

Sara: Victor, tu 1ti amintesti ce Tnseamna trei puncte necoliniare?
Victor: Desigur, sunt trei puncte care nu sunt situate pe aceeasi dreapta.
Ana: Ai dreptate, multumesc! Acum ma voi descurcal

a) Realizeaza desenul pe care trebuie sa il faca Sara.
b) Cate segmente ai obtinut?

@{ Important b & G

e Numim patrulater linia franta inchisa C
formata din patru segmente.

e Un patrulater se noteaza scriind una dupa
alta literele care denumesc cele patru puncte.

Exemple: patrulaterele ABCD si EHGF'.
e Elementele unui patrulater sunt:

» Varfurile, adica cele patru puncte (A, B, C' si D sunt
varfurile patrulaterului);

» Laturile, adica segmentele care unesc doua varfuri con-
secutive (laturile sunt AB, BC, CD si DA);

» Diagonalele, adica segmentele care unesc doua varfuri
neconsecutive (diagonalele sunt AC' si BD);

» Unghiurile formate de laturile care au un capat co-
mun (unghiurile patrulaterului sunt: <ABC, <BCD, <CDA si
<DAB).

e Expresii intalnite la un patrulater:
» Laturi opuse: de exemplu laturile AB si CD.
» Laturi alaturate: de exemplu laturile AB si AD.
» Unghiuri opuse: de exemplu unghiurile <ABC si <ADC.
» Unghiuri alaturate: de exemplu unghiurile <ABC' si <BCD.
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m e Numim patrulater convex un patrulater in care dreapta determinata de oricare doua
varfuri alaturate nu separa celelalte doua varfuri.
e Numim patrulater concav un patrulater care nu este patrulater convex.

Exemplu: Patrulaterul ABCD este un patrulater convex.

Exemplu: Patrulaterul EHGF nu este convex. Varfurile
G si H sunt separate de dreapta determinata de varfurile E si
F, fiind situate in semiplane opuse. Patrulaterul EHGE este

patrulater concav. H I G
e Intr-un patrulater convex suma masurilor unghiurilor
este egala cu 360°. q

Justificare: Cu ajutorul diagonalei BD obtinem triunghiurile
ABD si BCD. Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este
de 180°. Putem scrie: <DAB + <ABD + <BDA = 180° si
<DCB + <«CBD + <«BDC = 180°.

Adunand cele doua relatii, obtinem:

<DAB +<ABD +<BDA+<DCB+<CBD+<BDC =
360°.

Dar <ABD + <CBD = <ABC si <ADB + <CDB =
<JADC si atunci <DAB + <ABC + <BCD + <CDA = 360°. A

CID Exerseaza!

2. a) Care dintre patrulaterele din Figurile 1-4 sunt convexe si care sunt concave?

1 M N
A E H
) G ' FX)\/
L
D
C F 1 0]

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
b) Scrie laturile, varfurile, diagonalele si unghiurile fiecarui patrulater convex.
¢) Da exemplu de doud perechi de laturi alaturate si scrie perechile de laturi opuse pentru
fiecare patrulater convex.
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3. Calculeaza masura celui de-al patrulea unghi al patrulaterului convex ABC'D in fiecare din

cazurile:
a) <A =100°, <B = 70°, <C = 150°; b) <B = 80°, <C = 63°, <D = 114°;
c) <A =52°, «B =63°, <D = 88 d) <A =57, <C =39°, <D = 72°.
4. Calculeaza masurile unghiurilor unui patrulater convex, stiind ca acestea sunt direct
proportionale cu numerele:
a)3,6,7si2; b)9,4,10si13; ¢)9,3,6si2; d)3,6,2sid4.
<A B B <C B <D notdm

5. Deseneaza urmatoarele patrulatere, cunoscand doar trei dintre masurile unghiurilor patru-
laterului, latura AB = 3 ¢m si faptul ca acestea sunt convexe. Determina, in fiecare dintre aceste
cazuri, care este masura celui de-al patrulea unghi.

a) <A =60°, <B = 120°, <C =60°; b) <A =<B =<C =90°%
c) <A =45°, <B =60°, <C = 120°; d) <A ="75° <«B = 80°, <D = 85°.
Exemplu: Deseneaza un patrulater convex ABCD, stiind ca <A = <B = <C = 80°.

d
D
A 80° |
B
N 'B
Pasul 1: Construim segmentul AB, cu Pasul 2: Construim semidreapta d suport a
lungimea de 3 cm. laturii AD, astfel incat unghiul <DAB = 80°,

dar nu fixam inca pozitia punctului D pe
semidreapta d.

A 800

Pasul 3: Procedam analog si pentru Pasul 4: Fixam o pozitie pentru punctul C' si
semidreapta BC, astfel incat <C BA = 80°. construim semidreapta f suport a laturii C'D
Construim dreapta e in acelasi semiplan in care — astfel incat <BC'D = 80°. Punctul D va fi la
am construit si semidreapta suport a laturii intersectia semidreptelor d si f.
AD.
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Atentie! In cazul in care semidreapta f intersecteazs segmentul
AB, obtinem Figura 5. Este, in acest caz, patrulaterul ABC'D
un patrulater convex?

6. In Figura 6 sunt reprezentate trei localititi A, B si C.
Consilierii locali ai fiecarei localitati doresc sa realizeze un pro-
iect In care sa determine cea mai potrivita locatie pentru un
aeroport D, care sa fie la indemana cetatenilor din fiecare locali-
tate. Regiunile din jurul celor trei localitati au fost numerotate
cu numere de la 1 la 7. Cei trei consilieri au observat urma-
toarele: regiunea 1 este una montana, unde costurile construirii
unui aeroport ar fi foarte mari, iar regiunile 2, 3 si 4 sunt re-
giuni Tmpadurite, unde acestia nu isi doresc sa construiasca un
aeroport. Le raméan astfel doar zonele 5, 6 si 7, zone de campie,
unde construirea unui aeroport nu este complicata. Consilierul
localitatii A propune ca aeroportul sa fie construit in regiunea
6, cel din localitatea B in regiunea 5, iar cel din localitatea C' in
regiunea 7.

In care dintre aceste situatii patrulaterul ABC'D este unul
convex? Dar unul concav? Indicatie: Deseneaza cate un astfel
de patrulater pentru fiecare situatie.

Joc

( Numere si patrulatere

Figura 6

Gaseste regula si completeaza numerele lipsa din fiecare patrulater. J

12 16
13

18
14
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Paralelogramul: proprietati

Observa si descopera!

1. Jucandu-se cu doua echere identice, la un moment dat,
Sara le-a asezat ca in Figura 7 si a exclamat: Am obtinut un
patrulater convex!

a) Este adevarata afirmatia Sarei?

b) Ce poti spune despre laturile colorate cu culoarea rosie?
Dar despre laturile colorate cu culoarea albastra?

c¢) Cum justifici aceste afirmatii?

8¢ Important

e Numim paralelogram patrulaterul convex cu laturile
opuse paralele.

Figura 7

Indiciu:

Aminteste-ti de  dreptele
taiate de o secanta si de
unghiurile alterne interne.

D C
Daca ABCD este paralelogram, atunci AB || CD si
AD || BC.
Daca AB || CD si AD || BC, atunci ABCD este paralelo-
gram. 1 B
e In orice paralelogram, laturile opuse sunt congru- D C

ente doua cate doua.
Ipoteza: ABC'D - paralelogram
Concluzie: AB =CD si AD = BC.
Demonstratie:
Construim diagonala BD si obtinem triunghiurile ABD si 4 B
BCD in care:
- BD = BD (latura comuna)
- <ADB = <CBD (sunt unghiuri alterne interne pentru AD || BC' si BD secanta)
- <ABD = <CDB (sunt unghiuri alterne interne pentru AB || C'D si BD secanta)
Rezulta, conform cazului ULU de congruenta a triunghiurilor, ca AABD = ACDB, de unde
AB =CD si AD = BC.

/

e Orice patrulater convex in care laturile opuse sunt
congruente doua cate doua este paralelogram.

Ipoteza: ABC'D - patrulater convex, AB = CD si D C
AD = BC
Concluzie: ABCD - paralelogram
Demonstratie:
Construim diagonala BD si obtinem triunghiurile ABD si
BCD in care: A B

- BD = BD (latura comuna)
- AB = CD (din ipoteza)
- AD = BC (din ipoteza)
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Rezulta, conform cazului LLL de congruenta a triunghiurilor, ca AABD = ACDB, de unde
<ADB = <«CBD si <ABD = <CDB.

Acum, luand dreptele AD si BC si secanta BD, avem <ADB = <CBD (unghiuri alterne
interne). Rezulta AD || BC si, cu aceeasi metoda, obtinem AB || C'D, deci ABCD este
paralelogram.

e In orice paralelogram unghiurile opuse sunt congruente doui cite dous.
Justificare: Din AABD = ACDB demonstrat anterior deducem ca <DAB = <BCD. Din
aceeasi congruenta de triunghiuri, avem <ADB = <CBD si <CDB = <ABD. Adunand cele
doua relatii, avem <ADB + <CDB = <CBD + <ABD, adica <ADC = <ABC.

e Orice patrulater convex in care unghiurile opuse sunt congruente doua cite
doua este paralelogram.

Ipoteza: ABC'D - patrulater convex; D C

<DAB = <«BCD; <ADC = <ABC

Concluzie: ABC'D - paralelogram

Demonstratie: In orice patrulater convex suma misu-
rilor unghiurilor este de 360°. Prin urmare, avem relatia
<DAB + <ABC + <BCD + <CDA = 360°.

Din ipoteza <DAB = <BCD si <ADC = <ABC'. Putem rescrie suma de mai sus astfel:
<DAB+<ADC+ <DAB+ <CDA = 360° sau 2- <DAB+2-<ADC = 360° si prin impartire
la 2 avem <DAB + <ADC = 180°. Aceasta inseamna ca, pentru dreptele AB si C'D si secanta
AD, avem o pereche de unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare. Rezulta de
aici ca AB || CD (1) si, analog, obtinem AD || BC' (2). Din (1) si (2) rezulta ca ABCD este
paralelogram.

e In orice paralelogram, oricare doui unghiuri aliturate sunt suplementare.

Ipoteza: ABCD - paralelogram

Concluzie: <DAB + <ADC = 180°, <DAB + <ABC = 180°, <ABC + <BCD = 180° si
<BCD + <CDA = 180°

Demonstratie: Din AB || CD (ABCD este paralelogram) si AD secantd obtinem
IDAB + <ADC = 180° (unghiuri interne de aceeasi parte a secantei).

e Orice patrulater convex in care oricare doua D C
unghiuri alaturate sunt suplementare este paralelo-
gram.

Ipoteza: ABCD - patrulater convex

<DAB + <ADC = 180°, <DAB + <ABC = 180°,

JABC + <«BCD = 180° si <BCD + <CDA = 180°.

Concluzie: ABC'D - paralelogram

Demonstratie: Pentru dreptele AB si C'D si secanta AD, unghiurile DAB si ADC' sunt

unghiuri interne de aceeasi parte a secantei. Cum, din ipoteza <DAB + <ADC' = 180°, rezulta
AB || CD si, cu aceeasi metoda, obtinem AD || BC, deci ABCD este un paralelogram.
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e In orice paralelogram, diagonalele au acelasi
mijloc.

Ipoteza: ABCD - paralelogram, {O} = AC N BD g
Concluzie: AO = OC si BO= 0D
Demonstratie: In AAOD si ABOC avem AD = BC (intr- A B

un paralelogram, laturile opuse sunt congruente),

JADO = <CBO (sunt unghiuri alterne interne pentru AD | BC si BD secanta) si
<DAO = <BCO (sunt unghiuri alterne interne pentru AD || BC si AC secanta). Rezulta,
conform cazului ULU de congruenta a triunghiurilor, ca AAOD = ACOB, de unde AO = OC
si BO=0OD.

e Orice patrulater convex in care diagonalele au acelasi mijloc este paralelogram.

Ipoteza: ABCD - patrulater convex, {O} = AC N BD, AO = 0OC, BO =0D

Concluzie: ABCD - paralelogram

Demonstratie: In AAOD si ABOC avem din ipoteza AO = OC, BO = OD si
<AOD = <BOC (sunt unghiuri opuse la varf). Rezulta, din cazul LUL de congruenta a
triunghiurilor, ca AAOD = ACOB, de unde <ADO = <CBO si <ABO = <CDO. Acum,
luand dreptele AD si BC' si secanta BD, avem <ADB = <CBD (unghiuri alterne interne), de
unde obtinem ca AD || BC. Prin aceeasi metoda, obtinem AB || C'D, de unde rezulta ca ABC'D
este un paralelogram.

e Orice patrulater convex in care doua dintre laturi D C

sunt paralele si congruente este paralelogram.

Ipoteza: ABCD - patrulater convex, AD || BC, AD = BC

Concluzie: ABCD - paralelogram

Demonstratie: Construim diagonala BD si in triunghiurile
ABD si CDB avem BD = BD (laturd comund), AD = BC A B
(din ipoteza) si <ADB = <CBD (unghiuri alterne interne pentru AD || BC' si secanta BD).
Rezulta, conform cazului LUL de congruenta a triunghiurilor, ca AABD = ACDB, de unde
AB = CD. De aici si din AD = BC, obtinem ca ABCD este un paralelogram (patrulaterul
convex cu laturile opuse congruente este un paralelogram).

Exerseaza!

2. Stabileste daca urmatoarele propozitii sunt adevarate (A) sau false (F):
a) Unghiurile alaturate ale unui paralelogram sunt complementare.
Daca diagonalele au acelasi mijloc, atunci patrulaterul este paralelogram.

)
b)
c) In patrulaterul ABCD stim ca AB || CD si AD |J BC, deci patrulaterul este paralelogram.
d)

Un paralelogram are toate unghiurile ascutite.
e) Unghiurile opuse ale unui paralelogram sunt congruente.
f) Laturile opuse ale unui paralelogram sunt paralele, dar nu sunt congruente.
g) Laturile opuse ale unui paralelogram sunt paralele si congruente.
h) Patrulaterul cu o pereche de laturi paralele si congruente este paralelogram.
3. Calculeaza masura unghiurilor necunoscute ale paralelogramului ABC D, in fiecare caz:

a) <A =62° b)<B =102 c¢)<C=110° d) <D =72 e)<B=32°
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4. Desenecaza paralelogramul ABC' D, respectand conditiile date:

a) <A =100°, AB=5cm, AD =4cm; b)<B="70°, AB=6cm, BC =5cm;

c)C =70°, BC=8cm,CD=6cm; d)<D=70°, AD=6cm, AB =717 cm.

5. Se considera triunghiul ABC' si mediana AM, M € BC,
dusa din varful A. Se prelungeste mediana AM cu segmentul
M D, astfel incat AM = MD. Arata ca ABDC' este paralelo-

gram.
6. Pe laturile AB si CD ale paralelogramului ABC'D se

1
A B considera punctele E, respectiv F', astfel incat AE = §AB si

: 2
Figura 8 CF = gCD. Arata ca patrulaterele AEFFD si BEFC sunt
paralelograme.
A 7. In patrulaterul ABCD din Figura 8 avem

JABD = <CDB si <DAB = <DCB. Arata ca patrulaterul
ABCD este un paralelogram.

8. In Figura 9, AABC = AA'CB. Demonstreazi ci ABA'C
B C  este paralelogram.

9. Se considera ABCD un paralelogram si fie A’ simetricul
punctului A fata de B, B’ simetricul punctului B fata de C', C’
simetricul punctului C' fata de D si D’ simetricul punctului D
%, fata de A. Demonstreaza ca A’B'C'D’ este un paralelogram.

Figura 9

10. In Figura 10 este reprezentata schematic sigla unei companii. Se cunosc relatiile:
AA =BB'=CC'=DD'=FEFE, AB=BC=CD=DFE=AB =BC'=CD'=D'Fsi
<A'AB = «C'CB = <«C'CD = <«FE'ED. Demonstreaza ci:

a) ACC'A’ este paralelogram;
b) ADD’A’ este paralelogram;
¢) BEE'B’ este paralelogram;
d) ACDB este paralelogram;
e) Punctele A, C si E sunt coliniare;
f) BCE'D’ este paralelogram.

A C E

Figura 10
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11. In Figurile 11, 12 si 13 sunt reprezentate trei tipuri distincte de parcari, realizate pe o
strada cu sens unic.

Figura 11
(&
N
\ &
Figura 12
Figura 13

a) Verifica, cu ajutorul unei rigle, ca toate locurile de parcare, reprezentate in Figurile 11, 12
si 13 sunt paralelograme.

b) Daca, in fiecare dintre aceste figuri, latimea drumului ar fi aceeasi, stabileste care tip de
parcare este mai potrivit in situatia in care:

e dorim sa avem un numar mai mare de locuri de parcare;

e dorim sa avem mai mult spatiu pentru a circula cu masinile.

Ce observi la Figura 127
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Aplicatii in geometria triunghiului: linie mijlocie in
triunghi, centrul de greutate al unui triunghi

Folosind proprietatile paralelogramului, vei afla lucruri interesante despre triunghi.

Observa si descopera!

1. Victor are de rezolvat urmatoarea problema: Se considera un triunghi ABC, punctele M
si N mijloacele laturilor AB, respectiv AC" si punctul P simetricul punctului M fata de punctul
N (Figura 14).

A a) Aratd ca patrulaterul AMCP este paralelogram;

b) Demonstreazd ca patrulaterul M BCP este paralelogram;

BC
c¢) Dedu ca MN || BC si ca MN = —~

Observa cum rezolva Victor aceasta problema:
—o Ipoteza: ABC' - triunghi

Y AM=BM, AN =CN, MN = NP
Concluzia:

a) AMCP - paralelogram;

b) MBCP - paralelogram;

BC
Figura 14 ¢) MN || BC $iMN:T.

Demonstratie:

a) Din AN = CN si MN = NP (din ipoteza), rezulta AMCP este paralelogram, deoarece
diagonalele au acelasi mijloc.

b) Avem PC = AM (din AMCP - paralelogram) si AM = BM (din ipoteza), de unde
obtinem PC' = BM. Dar PC || AM (din AMCP - paralelogram), iar cum punctele A, M si B
sunt coliniare, obtinem PC || BM. Prin urmare, MBCP este paralelogram (doud dintre laturi
sunt paralele si congruente).

¢) MBCP - paralelogram = MP || BC' si MP = BC' (intr-un paralelogram, laturile opuse

MP
sunt paralele si congruente). Din M P || BC rezulta MN || BC, iar din MP = BC si MN = -

BC
(P este simetricul lui M fatd de N) rezulta MN = —
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@4 Important

e Numim linie mijlocie in triunghi segmentul care uneste mijloacele a doua laturi ale
triunghiului.

e Un triunghi are 3 linii mijlocii. Triunghiul determinat de liniile mijlocii se numeste triun-
ghiul median.

e Intr-un triunghi, o linie mijlocie este paraleld cu a treia laturi si are lungimea
egala cu jumatate din lungimea acestei laturi. (Proprietatea liniei mijlocii)

Observa si descopera!

2. Problema rezolvati. Intr-un triunghi ABC, prin M mijlocul laturii AB construim
MN || BC, N € AC (Figura 15). Demonstreaza ca punctul N este mijlocul laturii AC.

Rezolvare: A

Ipoteza: ABC - triunghi; AM = BM; MN || BC;

Concluzie: AN =CN

Demonstratie: Presupunem ca punctul N nu este mijlocul
laturii AC' si construim punctul P mijlocul laturii AC. Rezulta
ca M P este linie mijlocie in triunghiul ABC' si atunci M P || BC.
Dar, din ipoteza, M N || BC, ceea ce inseamna ca prin punctul
M trec doua drepte paralele distincte la dreapta BC', ceea ce
este imposibil. Prin urmare, presupunerea facuta este falsa, de
unde ne rezulta ca punctul N este mijlocul laturii AC.

Figura 15
@3¢ Important

e Problema anterioara ne spune ca: in orice triunghi, paralela prin mijlocul unei laturi
la una dintre laturi trece prin mijlocul celeilalte laturi. (Reciproca proprietatii liniei
mijlocii)

3. Sara rezolva urmatoarea problema: Se
considerd triunghiul ABC' in care medianele AM ,
M € BC si BN, N € AC se intersecteaza in
punctul G. Notam cu P simetricul punctului G
fata de punctul M. Arata ca:

a) BPCG este paralelogram;

b) GN = ;C’P;

¢) GN = ;BN i GB = zBN.
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Cum géandeste Sara

Cum scrie Sara

Pentru a demonstra ca un patrulater este pa-
ralelogram am mai multe posibilitati.
Deoarece in problema se vorbeste despre me-
diana si simetrie, ar fi bine sa ma gandesc la
diagonale.

a) Cum BM = CM (AM - mediana) si
GM = MP (din ipoteza), atunci BPCG este
paralelogram (diagonalele au acelasi mijloc).

Privind figura, sunt tentata sa spun ca GN
este linie mijlocie in triunghiul APC'. Dar am
argumente?

La punctul a) am aratat ca BPCG este para-
lelogram, deci BN si PC sunt paralele. Cum
N este mijlocul segmentului AC' (BN este me-
diand), pot afirma ca GN este linie mijlocie in
triunghiul APC.

b) In triunghiul APC avem PC || GN (din a))
si AN = NC (din ipoteza), de unde obtinem

ca AG = G'P si deci GN este linie mijlocie in
1
triunghiul APC. Rezulta ca GN = §PC.

L-am exprimat pe GN cu ajutorul lui PC', dar
eu vreau cu ajutorul lui BN. Pe PC il pot
inlocui cu BG deoarece BPCG este paralelo-
gram, iar BG impreuna cu GN formeaza chiar
BN.

¢) Stim de la punctul a) ca GN = ;C’P si ca
PC = BG. Obtinem astfel ca

GN = ;PC = ;BG = BG = 2GN.

Cum BGif—GN = BN = 3GN = BN =
= GN = gBN.

Din BG = 2G'N obtinem BG = §BN.

Important

e In orice triunghi, centrul de greutate (intersectia medianelor) se afla, pe oricare mediana,

la doua treimi de varf si o treime de latura.

A

AG = §AM si GM = ;AM

BG = §BN si GN = ;BN

G = ch si GP = ;cp
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Exerseaza!

4. In triunghiul ABC, se cunosc lungimile laturilor: AB = 8 cm, AC' = 10 cm si BC = 12 cm.

Calculeaza perimetrul triunghiului AM N, daca M si N sunt mijloacele laturilor AB, respectiv
AC.

5. Se considera M, N si P mijloacele laturilor DE, DF', respectiv EF', ale triunghiului DEF'.
Arata ca patrulaterul DM PN este paralelogram.

6. In triunghiul ABC, se considerd D, E si F mijloacele laturilor AB, AC, respectiv BC.
Calculeaza perimetrul triunghiului DEF in fiecare caz:

a) AB=6cm, AC =8cm, BC =12cm; b) AB =16 cm, AC = 18 cm, BC' = 22 cm;

c) AB=5cm, AC=6cm, BC=7cm; d) AB=9cm, AC =11cm, BC =13 cm.

7. Se considera G centrul de greutate al triunghiului ABC si A’, B’ si C' mijloacele laturilor
BC', AC, respectiv AB.

a) Daca GA" =5 cm, calculeaza lungimea segmentelor GA si AA'.

b) Daca GB = 6 cm, calculeaza lungimea segmentelor GB’ si BB'.

c¢) Daca CC’" =9 cm, calculeaza lungimea segmentelor GC' si GC".

8. In paralelogramul ABCD, se considera E mijlocul laturii BC si F punctul de intersectie
al dreptelor AC si DE.

a) Arata ca punctul F este centrul de greutate al triunghiului BC'D.

b) Daca N este intersectia dreptelor BF si DC, iar AB = 10 cm, determina lungimea segmen-
tului DN.

9. Arata ca mijloacele laturilor unui patrulater convex sunt varfurile unui paralelogram.

10. Se considera triunghiurile ABC si AC'D, cu B si D aflate de o parte si de alta a dreptei
AC. Se considera M mijlocul segmentului AB, N € AC astfel incat MN || BC si P € AD astfel
incat NP || CD.

Daca punctele B, C' si D sunt coliniare, demonstreaza ca punctele M, N si P sunt coliniare si
ca 2MP = BC 4+ CD.

11. Se considera ABC' D un paralelogram, M mijlocul lui AD, N mijlocul lui AB, ) mijlocul
lui BC si P simetricul punctului @) fata de B.

a) Arata ca M PBD este paralelogram.

b) Demonstreaza ca APBM este paralelogram.

c¢) Arata ca punctele M, N si P sunt coliniare.

12. In triunghiul ABC, se considera medianele AM, BN si CP si G centrul de greutate al
triunghiului. Se considera AMNPN = {Q}, BNNMP = {R}si CPNMN = {S}. Demonstreaza
ca:

a) AAPN = APBM = ANMC = AMNP;

b) patrulaterul APM N este paralelogram;

¢) punctul S este mijlocul segmentului M N;

d) punctul G este centrul de greutate al triunghiului M N P.

Este adevarata propozitia urmatoare: Punctul G este centrul de greutate al triunghiului QRS?

13. In triunghiul ABC, AM, M € BC, si BN, N € AC, sunt mediane. Se considera A’
simetricul punctului A fata de punctul M si B’ simetricul lui B fata de punctul N. Demonstreaza
ca punctele A, C' si B’ sunt coliniare.
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Paralelograme particulare: dreptunghi; proprietati

Terenul de tenis, terenul de handbal, tere-
nul de fotbal, toate au forma de dreptunghi.
Proprietatile dreptunghiului te vor ajuta sa ve-
rifici cat de corect au fost trasate.

L
l|

~N l.[ e Numim dreptunghi paralelogramul cu
Imaginea 1 - Dreptunghi desenat pe tabla un unghi drept.

Observa si descopera!

1. Sara a desenat pe tabla un paralelogram
care are un unghi drept (de 90°), cain Imaginea 1.
Care sunt masurile celorlalte trei unghiuri? Jus-
tifica raspunsurile date.

Important

D ¢ Daca ABC'D este dreptunghi, atunci ABC'D este paralelo-

gram si <DAB = 90°.
Daca ABCD este paralelogram si <DAB = 90°, atunci
ABCD este dreptunghi.

e Un dreptunghi are toate unghiurile drepte.

A B
e Dreptunghiul, fiind un paralelogram, are toate
proprietatile acestuia:
» laturile opuse sunt paralele si congruente;
» diagonalele au acelasi mijloc.
D ¢ e In orice dreptunghi diagonalele sunt congruente.
Ipoteza: ABCD - dreptunghi
Concluzie: AC = BD
Demonstratie: Triunghiurile ABC' si ABD sunt dreptun-
ghice (XABC = <BAD = 90°), AB = AB (latura comuna) si
6 ,  BC = AD (laturi opuse).
A B

Rezulta, conform cazului de congruenta a triunghiurilor drept-

unghice CC, ca AABC = ABAD, de unde AC' = BD.
e Orice paralelogram care are diagonalele congruente este dreptunghi.
Ipoteza: ABCD - paralelogram, AC'= BD
Concluzie: ABCD - dreptunghi
Demonstratie: Trebuie aratat ci paralelogramul ABCD are un unghi drept. In triunghiurile

ABC si ABD avem AB = AB (latura comuna), AC' = BD (din ipoteza) si BC = AD (laturi
opuse).
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Rezultd, conform cazului LLL de congruenta a triunghiu- [
rilor, ca AABC = ABAD, de unde <ABC' = <BAD. Dar
<ABC + <BAD = 180° si atunci <ABC' = 90°.

In concluzie, ABCD este dreptunghi.

A B

°

Exerseaza!

a > Dc 2. O furnica si un paianjen se deplaseaza pe
¥ ' laturile si pe diagonalele unui dreptunghi (-

? gura 16) si apoi se Intorc in punctele de plecare.

Furnica se deplaseaza pe traseul A— B —C — A,

0) iar paianjenul pe traseul D — C' — B — D. Care

dintre insecte a parcurs o distanta mai mare?
DG 3. Se considera paralelogramul ABCD si O
% /g B punctul de intersectie a diagonalelor acestuia.

Arata ca, daca AO = DO, atunci ABCD este

Figura 16 dreptunghi.

4. Se considera ABC' un triunghi dreptunghic in varful A. Se considera M simetricul punctului
A fata de mijlocul ipotenuzei. Arata ca patrulaterul ABMC' este dreptunghi.

5. Se considera paralelogramul ABCD si O punctul de intersectie a diagonalelor acestuia.
Unghiul DAC' are masura egala cu 30° si unghiul DOA are masura egala cu 120°.

a) Determina masura unghiului ADO. b) Arata ca ABCD este dreptunghi.

Indicatie: Aminteste-ti cat este suma masurilor unghiurilor unui triunghi.

6. Dreptunghiul ABCD are proprietatea ca lungimea diagonalei AC este de doua ori mai
mare decit a laturii AD. a) Determina masura unghiului ABD. b) Demonstreaza ca triunghiul
AOD este echilateral, unde {O} = AC' N BD.

7. In Figura 17, ABCD este dreptunghi si ABE este un E
triunghi echilateral.

a) Determina masura unghiului DAFE.

b) Arata ca triunghiul DEC' este isoscel.

¢) Arata ca triunghiurile DBE si CAE sunt congruente.

8. In triunghiul ABC ascutitunghic, construieste
AD 1 BC, cu D € BC. Considera apoi punctele M si N A B
mijloacele laturilor AB si AC. Daca E este simetricul punctu-
lui D fata de M, iar F' este simetricul punctului D fata de N,
demonstreaza ca:

a) ADBE este dreptunghi;

b) ADCF este dreptunghi; D C

c¢) punctele F'; A si E sunt coliniare; Figura 17

d) ADFE = AACB.

9. Se considera A, B, C' si D patru puncte pe un cerc astfel incat AC' si BD sunt diametre.
Demonstreaza ca ABCD este un dreptunghi.
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10. Ecaterina are o camera foto, precum cea

din Imaginea 2, si doreste sa invete mai multe
despre cum functioneaza procesul de zoom in/
zoom out. Dupa ce se documenteaza, ea se
gandeste la urmatorul procedeu: plecand de la
o imagine dreptunghiulara ABC' D, unde obiec-
tul O ce trebuie fotografiat este la intersectia
diagonalelor AC' si BD, construieste imaginea
MNPQ, unde M, N, P si () sunt mijloacele
segmentelor AO, BO, CO, respectiv DO. Ea
nu este nsa sigura daca noua imagine are tot o
forma dreptunghiulara si are nevoie de ajutorul
tau. Demonstreaza, asadar, ca M N P() este tot

un dreptunghi. Imaginea 2

11. In Figura 18 sunt reprezentate doud vagoane de metrou privite de deasupra lor, vagonul 1
(ABEF) si vagonul 2 (B'CDE), conectate printr-o platforma elastica. Ambele vagoane au forma
de dreptunghi. Atunci cdnd metroul circuld in linie dreapta, punctele B si B’ coincid, precum in
Figura 19. Toana (I) se afla in primul vagon, in capatul din stanga, la mijlocul laturii AF. Razvan
(R) se afla in cel de-al doilea vagon, in capatul din dreapta, la mijlocul laturii C'D.

a) In cazul in care vagonul se misca in linie dreapt#, demonstreaza ca distanta dintre Ioana si
Razvan este egala cu lungimea totala a celor doua vagoane.

b) In Figura 18 este reprezentat schematic cum arati cele doud vagoane atunci cand metroul
vireaza. In aceastd situatie, loana si Rizvan de-abia se mai vad, amandoi uitdndu-se in directia
punctului £. Mai este acum distanta dintre cei doi egala cu lungimea totala a celor doua vagoane?
Justifica raspunsul dat.

c¢) Daca in a doua situatie, loana a observat ca masura unghiului I E'F este de 15°, demonstreaza
ca masura unghiului DFER este tot de 15° si calculeaza masura unghiului BEB'.

F E D
A B C
Figura 19
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Paralelograme particulare: romb; proprietati

Observa si descopera!

1. Victor deseneaza un paralelogram cu doua
laturi alaturate congruente. Ce poti spune des-
pre celelalte doua laturi? Justifica raspunsul
dat.

.1 Important

e Numim romb paralelogramul cu doua

laturi alaturate congruente.
Daca ABCD este romb, atunci ABCD

este paralelogram si AB = AD. B D
Daca ABCD este paralelogram si

AB = AD, atunci ABC'D este romb.

Imaginea 3 — Paralelogram desenat pe tabla
A

e Un romb are toate laturile congruente. Figura 20

e Rombul fiind un paralelogram are toate proprietatile acestuia:
> Unghiurile opuse sunt congruente.
> Unghiurile alaturate sunt suplementare.
> Diagonalele au acelasi mijloc.

e In orice romb diagonalele sunt perpendiculare.

e In orice romb diagonalele sunt bisectoare pentru unghiurile acestuia.

Ipoteza: ABC'D — romb. A

Concluzie: AC 1 BD, AC' — bisectoare pen-
tru unghiurile BAD si BCD, BD — bisectoare
pentru unghiurile ABC si ADC.

Demonstratie: B D
In triunghiul ABD, avem AB = AD (laturi ale
rombului). Rezulta ca triunghiul ABD este isos-
cel. Cum O este mijlocul diagonalei DB, de-
ducem ca AO este mediana in triunghiul ABD. C
Cum triunghiul ABD este isoscel si AO este me- Figura 21
diana rezulta ca AO este inaltime, deci AC' L BD,
dar si bisectoare a unghiului BAD.

In acelasi mod se arata ca C'O este bisectoare a unghiului BC'D si BD este bisectoare pentru
unghiurile ABC' si ADC'.
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e Orice paralelogram cu diagonalele perpendiculare este romb.

Ipoteza: ABCD - paralelogram; AC' 1. BD A

Concluzie: ABC'D — romb

Demonstratie: In triunghiul ABD, AQO este
inaltime (din AC' L BD) si mediana (diagona-
lele paralelogramului au acelasi mijloc). Rezulta B D
ca triunghiul ABD este isoscel cu AB = AD.
De aici si din ABC'D paralelogram deducem ca
ABCD este romb.

C

e Orice paralelogram in care o diagonala este bisectoare pentru unul dintre unghiurile acestuia
este romb.

Ipoteza: ABCD - paralelogram; AC — bisec- A
toarea unghiului BAD

Concluzie: ABC'D — romb

Demonstratie: In triunghiul ABD, AO este
bisectoare (din ipoteza) si mediana (diagonalele B D
paralelogramului au acelasi mijloc). Rezulta ca
triunghiul ABD este isoscel cu AB = AD. De
aici si din ABCD paralelogram, deducem ca
ABCD este romb. C

Exerseaza!

2. Se considera rombul ABCD. Determina Indiciu:

masurile unghiurilor rombului daca: ABCD - romb = <BAD = 2 - <CAB

a) <CAB =20 b) <BDC = 35°% (Diagonalele sunt bisectoarele unghiurilor).
¢) <ADB = 50°; d) <ACB = 40°.

3. a) Se considera rombul ABC'D cu <ABD = 25°. Determina masurile unghiurilor rombului.
b) Se considera rombul M NPQ cu <M NQ = 40°. Determina masurile unghiurilor rombului.
¢) Se considera rombul PRST cu <PST = 55°. Determina masurile unghiurilor rombului.

4. Arata ca, daca paralelogramul ABC'D are <ABD = 20° gi <CAB = 70°, atunci ABC'D
este romb.

5. Arata ca, daca paralelogramul M N P(Q) are <M PN = 50° si <Q NP = 40°, atunci M N PQ
este romb.

6. Determina masurile unghiurilor rombului ABC'D, daca BD = AB.

7. Determina masurile unghiurilor rombului ABCD, daca BC' = 2C'O unde O este punctul
de intersectie a diagonalelor.

8. Pe prelungirea diagonalei BD a rombului ABCD cu <A < 60° se considera punctul T’
astfel incat AT = AC'. Arata ca triunghiul AT'C este echilateral.
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9. Se considera ABC'D un romb si AC N BD = {O}.
Arata ca AAOB = ACOB = AAOD = ACOD.

10. Se considera AXY Z un triunghi isoscel cu XY = X Z si punctele M, mijlocul laturii XY,
N mijlocul laturii Y Z si P mijlocul laturii X Z. Arata ca patrulaterul X M N P este romb.

11. In triunghiul ascutitunghic ABC, construieste inaltimea AD | BC, D € BC. se considera
A’ simetricul lui A fatd de D, B’ simetricul lui B fatd de D si € simetricul lui C' fatd de D.
Demonstreaza ci ABA B’ si AC" A'C' sunt romburi.

12. Se considera ABC'D un dreptunghi si punctele M, N, P si () mijloacele laturilor drept-
unghiului. Demonstreaza ca M N P() este romb.

13. Se considera ABC'D un romb si punctele M, N, P, ) mijloacele laturilor rombului.
Demonstreaza ca M N P() este dreptunghi.

14. Se considera ABC'D un romb si ACN BD = O. Daca M, N, P si (Q sunt mijloacele
laturilor AO, BO, C'O, respectiv DO, demonstreaza ca M N P(Q) este romb.

15. Se considera ABC'D un romb cu <ABC' = 120°. Se considera BFE bisectoarea <ABD, cu
E € AD, si DF bisectoarea unghiului BDC, cu F' € BC.

a) Demonstreaza ca BEDF este dreptunghi.
b) Daca BEN AC = {G} si DF N AC = {H}, arata ca BGDH este romb.

16. In Figura 22, ABCG, CDEG si AGEF sunt romburi, unde <AGE = 120° si <GAB = 60°.
a) Arata ca AACE este echilateral.

b) Demonstreaza ca G este centrul de greutate al triunghiului ACFE.

c) Arata ca G este centrul de greutate al triunghiului BDF'.

Figura 22
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Paralelograme particulare: patrat; proprietati

Gresia folosita pentru pardoseli, faianta de
pe perete au, in cele mai multe cazuri, forma
unui patrat.

Observa si descopera!

1. Sara catre Victor: Crezi ca exista un patrulater convex pe care sa 1l pot numi si dreptunghi
si romb?

Victor: Desigur!

a) Ce poti spune despre laturile unui asemenea patrulater?

b) Cum sunt unghiurile unui astfel de patrulater?

c¢) Deseneaza acest patrulater.

S Important

e Numim patrat patrulaterul convex care este si romb si
dreptunghi.

Daca ABCD este patrat, atunci ABCD este romb si
ABCD este dreptunghi.

Daca ABCD este romb si ABCD este dreptunghi, atunci
ABCD este patrat.

O O

A B

e Fiind si romb si dreptunghi, un patrat are toate proprietatile celor doua figuri geometrice:
> Toate laturile sunt congruente.

> Toate unghiurile sunt drepte.

> Diagonalele au acelasi mijloc.

> Diagonalele sunt congruente.

> Diagonalele sunt perpendiculare.

> Diagonalele sunt bisectoare pentru unghiurile patratului.
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Exerseaza!

2. Se considera un patrat ABC'D si punctele M € AB, N €
BC, Pe CD siQ € DA, astfel incat AM = BN = CP = DQ,
ca in Figura 23. Demonstrati ca MP = NQ si MP L NQ.

Ipoteza: ABCD — patrat, AM = BN = CP = DQ

Concluzie: MP = NQ, MP 1L NQ

Demonstratie: Daca demonstram ca patrulaterul M N PQ
este patrat, atunci ambele concluzii sunt adevarate, deoarece
MP si N@ sunt diagonalele acestui patrulater.

Figura 23

Din AB = BC =CD = DA si AM = BN = CP = DQ, rezulta MB= NC =PD =QA
(diferenta de segmente congruente). Acum, in triunghiurile dreptunghice AMQ, BNM, CPN
si DQP avem AM = BN = CP = DQ (din ipoteza) si MB = NC = PD = QA (din
demonstratie). Deducem, conform cazului de congruenta a triunghiurilor dreptunghice CC, ca
NAMQ = ABNM = ACPN = ADQP, de unde MN = NP = PQ = QM si atunci patrulate-
rul M N PQ este romb (are toate laturile congruente).

Pe de alta parte, avem <AMQ+<QMN +<<NMB = 180°. Cum AAM@Q = ABN M, implica
IAMQ = <BNM si atunci <BNM + <QMN +<NMB = 180°. Dar <BNM + <NMB = 90°
(din triunghiul dreptunghic BM N) si atunci <QM N = 90°. Prin urmare, M N PQ) devine drept-
unghi (este paralelogram si are un unghi drept). Fiind si romb si dreptunghi, rezulta ca M N PQ
este patrat. Atunci M P = N(@Q (diagonalele sunt congruente) si MP 1 N@Q (diagonalele sunt
perpendiculare).

3. Stabileste daca propozitiile date sunt adevarate (A) sau false (F):

a) Intr-un patrat diagonalele sunt perpendiculare;

b) Un romb cu diagonalele egale este patrat;

c¢) Diagonalele patratului au acelasi mijloc;

d) Masura unghiului format de o latura a patratului cu o diagonala este egala cu 90°.

4. Se considera ABC'D un dreptunghi in care <CAB = 45°. Arata ca ABCD este patrat.

5. Se considera patratul ABCD, O este punctul de intersectie a diagonalelor patratului si
punctele M gi N mijloacele laturilor AD, respectiv. AB. Arata ca patrulaterul ANOM este
patrat.

6. Se considerd patratul ABC'D si punctele P gi Q mijloacele A B
laturilor AD, respectiv DC'. Care este masura unghiului format
de dreptele PQ) si DB?

7. Se considera patratul ABC'D, O punctul de intersectie
a diagonalelor gi M mijlocul laturii AB. Care este masura un-
ghiului COM?

8. In Figura 24, ABCD este patrat si punctul F este situat in
interiorul patratului astfel incat triunghiul ABE este echilateral.

a) Arata ca triunghiului ADFE este isoscel. E
b) Care este masura unghiului ADE ? D’ e
c¢) Care este masura unghiului DEC? Figura 24
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9. Fie patratul ABCD si punctele M si N mijloacele laturilor AB, respectiv BC. Arata ca
dreptele DN si C'M sunt perpendiculare.

10. Se considera A, B, C si D patru puncte pe un cerc astfel incat AC' si BD sunt diametre
perpendiculare. Demonstreaza ca ABC D este patrat.

11. Se considera ABC'D un patrulater convex cu urmatoarele proprietati: AB || CD, AC
este bisectoarea unghiului BAD, AD 1 AB si <DAC = <ACB. Demonstreaza ca ABCD este
patrat.

12. Se considera AABC' dreptunghic in A. Punctul M este mijlocul laturii BC'si MN 1L AB,
cu Ne ABsi MP 1 AC, cu P € AC.

a) Daca AB = AC, demonstreaza ca ANM P este patrat.

b) Daca AN M P este patrat, demonstreaza ca AB = AC.

13. Se considera un patrat ABC' D, punctul M pe latura AB si punctul N pe latura BC' astfel
incdt BM = BN. Demonstreaza ca ADMN este isoscel si ca MN || AC.

14. Se considera AABFE un triunghi dreptunghic isoscel, cu AB = AE. Daca BCDFE este un
patrat, astfel incat punctele C' si D nu apartin semiplanului determinat de dreapta BE si punctul
A, iar {F'} = BD N CE, demonstreaza ca ABFE este patrat.

15. Se considera AABF un triunghi echilateral. Daca BC'DFE este un patrat, astfel incat
punctele C' si D nu apartin semiplanului determinat de dreapta BFE si punctul A, atunci:
a) Calculeaza masura <AC B;

b) Demonstreaza ca AACD este isoscel;
c) Daca {F} = CENAD, arata ca AF = FC.

16. In Figura 25 sunt reprezentate romburile ABCD, ABEF si BCGE astfel incat
<I'AB = <BAD = 45°. Demonstreaza ca:
a) BCGE este patrat;

b) punctele A, B, G sunt coliniare;
¢) DCEF este dreptunghi.

Figura 25
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Trapezul, clasificare, proprietati. Linia mijlocie in trapez.
Trapezul isoscel; proprietati

La circ, acrobatii folosesc in exercitiile lor un aparat numit trapez.
Descopera!

1. Deseneaza un patrulater convex in care doua laturi sunt paralele si cele-
lalte doua sunt neparalele.

a) Daca laturile paralele ar fi congruente, cum sunt celelalte doua laturi?
Justifica raspunsul dat.

b) Pot fi laturile neparalele congruente? Deseneaza un astfel de patrulater.

c) Poate avea un astfel de patrulater un unghi drept? Care este numarul
maxim de unghiuri drepte intr-un astfel de patrulater?

@3¢ Important

e Numim trapez patrulaterul convex cu doua laturi para-
lele si doua laturi neparalele.

Daca ABCD este trapez, atunci AB || CD si AD )y BC.
Daca AB || CD si AD }f BC, atunci ABC'D este trapez.

A B

e Laturile paralele ale unui trapez se numesc baze si anume baza mare si baza mica deoarece
ele nu au aceeasi lungime.

Exemplu: In figura de mai sus AB este baza mare si CD este baza micd.

e Trapezul poate fi:

> Trapez oarecare. Laturile neparalele au lungimi diferite.

> Trapez isoscel. Laturile neparalele sunt congruente.

> Trapez dreptunghic. Una dintre laturile neparalele este perpendiculara pe cele doua

baze.
/D>—fc\ :/D \ Di, ¢
A B A B A B
Trapez oarecare Trapez isoscel Trapez dreptunghic
AD # BC AD = BC AD L ABsi AD 1L CD

e In orice trapez unghiurile aliturate fiecareia dintre laturile neparalele sunt suplementare.

Ipoteza: ABCD trapez, cu AB || CD D C

Concluzie: <DAB+<ADC = 180°; <ABC+<BCD = 180°

Demonstratie: AB || C'D (din ipoteza) si AD secanta implica
<DAB + <ADC = 180° (sunt unghiuri interne de aceeasi parte
a secantei). Analog se demonstraza ca <ABC + <BCD =180° x B
(folosim secanta BC).
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e Daca intr-un patrulater convex unghiurile alaturate unei laturi sunt suplementare, atunci
patrulaterul este trapez.

Ipoteza: ABC D — patrulater convex; <DAB + <ADC = 180° D C
Concluzie: ABCD — trapez

Demonstratie: Pentru dreptele AB si CD si secanta AD un-
ghiurile DAB si ADC sunt unghiuri interne de aceeasi parte a
secantei. Cum <DAB + <ADC = 180° (din ipoteza) rezulta
AB || CD, adica ABCD este trapez.

Observa si descopera!

2. Sara are de rezolvat urmatoarea problema: Se considerd
trapezul ABCD cu AB || CD, punctul M mijlocul laturii AD,
punctul N mijlocul laturii BC' si punctul O mijlocul diagonalei M 0
BD, ca in Figura 26.

a) Demonstreaza ca punctele M, O, N sunt coliniare A B

AB+CD
b) Arata ca MN = L Figura 26

Ajut-o pe Sara sa rezolve problema, oferind raspunsurile la
urmatoarele intrebari:
a) Ce reprezinta MO pentru triunghiul ABD?

AB
b) Poti afirma ca MO || AB si MO = 7? Justifical

CD
c) Poti afirma ca NO || CD si NO = T? Justifical

d) Poti afirma ca NO || AB? Justifical
e) Poti construi, prin punctul O, doua drepte diferite, para-
lele cu aceeasi dreapta 7 Ce concluzie obtii?
f) Scrie segmentul M N ca suma de doua segmente. D C

.‘ Important M N

104

e Numim linie mijlocie 1n trapez segmentul care uneste
mijloacele laturilor neparalele. A B

e Linia mijlocie in trapez este paralela cu bazele trapezului si este egala cu jumatate din
suma bazelor trapezului.

AB+CD
M N linie mijlocie in trapez, atunci MN || AB || CD si MN = i

2

Observa si descopera!

3. Problema rezolvata. Se considera trapezul isoscel ABC'D cu AB || CD si AD = BC'.
a) Aratati ca <DAB = <CBA si <ADC = <BCD.

b) Demonstrati ca AC' = BD.

Ipoteza: ABCD — trapez; AB | CD; AD = BC

Concluzie: a) <DAB = <CBA; <ADC = <BCD

b) AC = BD
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Demonstratie:

a) (folosim Figura 27) Construim CE || AD, E € AB. Din CE || AD si AB || CD, re-
zulta. AECD este paralelogram si, deciy CE = AD. Cum AD = BC (din ipotezd), rezulta
CFE = BC, adica triunghiul CEB este isoscel, de unde <CEB = <CBE. Dar <CEB = <DAB
(sunt unghiuri corespondente pentru dreptele paralele AD si CE si secanta AB). In concluzie,
<DAB = <«CBA.

Acum, <ADC + <DAB = 180° si <DCB + <CBA = 180°. Cum <DAB = <CBA, rezulta
<ADC = «BCD.

A E B A B
Figura 27 Figura 28

b) In triunghiurile ADB si BCA (Figura 28) avem AB = AB (laturd comuni); AD = BC
(din ipoteza) si <DAB = <CBA (din demonstratia anterioara). Rezulta, conform cazului LUL
de congruenta a triunghiurilor, ca ADAB = ACBA, de unde AC = BD.

Important
e In orice trapez isoscel unghiurile aliturate fiecirei baze sunt congruente.

e In orice trapez isoscel diagonalele sunt congruente.

e Daca intr-un trapez unghiurile alaturate unei baze sunt congruente, atunci trapezul este
isoscel.

Justificare (folosim Figura 27): Construim CE || AD, E € AB. Atunci <CEB = <DAB (sunt
unghiuri corespondente pentru dreptele paralele AD si C'E si secanta AB). Cum <DAB = <CBA
(din ipoteza) rezulta <CEB = <CBE, adica triunghiul CEB este isoscel, de unde CE = BC.
Dar CE = AD (AECD este paralelogram) si atunci AD = BC, adica trapezul este isoscel.

e Daca intr-un trapez diagonalele sunt congruente, atunci trapezul este isoscel.

Justificare: Construim CF || DB, FF € AB. De aici si din CD || AB rezulta ca DBFC
este paralelogram si deci CF = DB. Cum DB = AC (din ipoteza) rezulta CF = AC, adica
triunghiul AC'F este isoscel. Prin urmare <CAF = <CFA. Dar <DBA = <CF A (unghiuri co-
respondente pentru dreptele paralele BD si C'F si secanta AF). Rezulta <DBA = <CAB. Acum,
NANADB = ABCA deoarece AB este latura comuna; DB = AC' (din ipoteza ) si <DBA = <CAB
(din demonstratie). Rezulta AD = BC, adica trapezul este isoscel.

D c
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Exerseaza!

4. Pentru fiecare trapez (Figurile 29 — 32), scrie bazele si determina masurile unghiurilor
necunoscute:

G
Figura 29 Figura 30

Figura 51 Figura 52

5. Alege varianta corecta dintre cele 4 variante date si realizeaza desenul corespunzator aces-
teia:

L. Trapezul ABCD cu AB || CD este isoscel si:
a) AB=CD b) AD>BC ¢) AB=AD
II. Trapezul M NPQ cu MN || PQ este dreptunghic si:
a) <M =<N=90° b)aM=<P=90° ¢)<P=<Q=90° d)<@Q=<M =90°
I1I. In trapezul oarecare PRST cu baza mare ST are loc relatia:
a) ST||SR b)PT| RS «¢) PR|ST d)PS|RT
IV. Trapezul ABCD cu <B = 65° AB || CD si AD # BC are:
a) <A = 115° b) <C = 115° c) <C = 65°

d) AB = BD = BC

d) <D = 115°

6. In triunghiul ABC, cu AB # AC se considera punctele M, N si P mijloacele laturilor

AB, AC, respectiv BC'. Arata ca patrulaterul M N PD este trapez isoscel, unde D este piciorul
inaltimii din A a triunghiului ABC.

7. Determind unghiurile necunoscute ale trapezului ABC'D, cu AB || CD, daca:
a) <A = 45°, <B = 65°;

b) <B = 60°, <D = 110°;
c) <A =100°, <C = 62°.

8. Determina unghiurile necunoscute ale trapezului ABC'D, cu AD = BC, in fiecare caz:
a) <A =105° b) <B = 40°; ¢) <C =70°; d) <D = 68°.

9. Se considera trapezul isoscel ABCD cu AB || CD.
a) Arata ca triunghiurile CABsi DBA sunt congruente.
b) Demonstreaza ca triunghiul OAB este isoscel.

10. Se considera trapezul isoscel ABCD cu AB || CD, AB > CD. Se considera F si F,
picioarele inaltimilor din D, respectiv C' pe latura AB. Arata ca AE = BF.
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11. Se considera AABC un triunghi isoscel. Pe laturile AB si AC ale triunghiului consideram
punctele M si N, astfel incat M N || BC. Demonstreaza ca BC'N M este un trapez isoscel si arata
ca BN =CM.

12. Se considera ABC'D un trapez isoscel, cu AB || CD si AB > C'D. Daca punctul V' este
intersectia dreptelor AD si BC, demonstreaza ca triunghiurile VAB si VCD sunt isoscele.

13. Se considera M N PQ) un trapez isoscel, cu MN || PQ si MN > PQ. Daca punctul 7" este
intersectia diagonalelor, arata ca triunghiurile TM N si T'P(Q sunt isoscele.

14. In triunghiul ABC, dreptunghic in A, considersm M mijlocul laturii BC, dupi care
construim MN 1 AB, N € AB,si MP 1 AC, P € AC. Demonstreaza ca NBCP este trapez si
arata, apoi, ca, daca acesta este un trapez isoscel, atunci triunghiul ABC' este isoscel.

15. In Figura 33, ABCD este un trapez dreptunghic in care AC' L BC si <ABC = 45°.
Stiind ca CE 1. AB, cu E € AB:

a) Arata ca AECD este patrat. D C

b) Demonstreaza ca EBCD este paralelogram. g

Figura 33

16. David trebuie sa realizeze o rama din lemn de forma unui patrat ABCD, ca in Figura
34. El construieste mai intai patru trapeze isoscele: ABNM, BCPN, CDQP si DAMQ in care
unghiurile ascutite au 45° fiecare si AB, BC, C'D, respectiv DA sunt baze mari. Demonstreaza
ca patrulaterul M N P() este patrat.

Din pacate, David observa ca daca ar folosi ra-
mele anterioare, ar acoperi anumite parti impor-
tante ale tabloului si decide sa micsoreze ramele,
construind punctele W, X, Y si Z drept mijloa-
cele segmentelor AM, BN, C'P si DQ si efectuand
patru taieturi, de-a lungul segmentelor WX, XY,
YZ si WZ. Demonstreaza ca si noua figura ra-
masa (patrulaterul WXY Z) este tot un patrat.

Figura 34
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Perimetre si arii: paralelogram, paralelograme particulare,
triunghi, trapez

Daca dorim sa montam faianta in bucatarie,
avem de calculat arii.

Daca dorim sa construim un gard, avem de
calculat un perimetru.

Observa si descopera!

1. Sara vrea sa determine cate patratelesunt C
in interiorul dreptunghiului ABCD.

a) Ajut-o pe Sara sa determine cdt mai sim-
plu numarul patratelelor, explicand modul in
care ai procedat.

b) Céate patrate, de marimea patratului rosu,
sunt necesare pentru a acoperi suprafata drept-
unghiului ABCD din Figura 357

N Important $ S

e Aria este un numar real pozitiv care se
asociaza unei suprafete si ne arata de cate ori
o suprafata aleasa de noi (numita unitate de
arie) se cuprinde in suprafata data. Figura 35

Exemplu: In cazul de mai sus, dacd unitatea de arie este ,pdtratica”, spunem cd aria dreptun-
ghiulut ABC'D este de 112 patratele. Daca unitatea de arie este ,patratul rosu”, spunem ca aria
dreptunghiului este de 28 de patrate rosti.

e In sistemul international de unitati de masura, unitatea principala pentru masurarea ariei
este metrul patrat (m?).

v v 2 . v v 38 . D
e Daca doua figuri geometrice au o latura comuna si interi-

oarele lor nu au puncte comune, atunci aria suprafetei delimi-
tate de cele doua figuri este suma ariilor celor doua figuri.

Exemplu: Asperep = Aapep + Aperc.

e Aria unui dreptunghi se poate determina cu ajutorul for-
mulei Agreptungni = L - [, unde L reprezinta lungimea laturii A B
mai mari a dreptunghiului, iar [ lungimea laturii mai mici a
dreptunghiului.

FExemplu: Aria dreptunghiului cu lungimea L = 6 cm si
latimea | = 4 cm este A =6-4 = A =24 cm?.

e Aria unui patrat se poate determina cu ajutorul formulei Apspay = 2, unde [ reprezinta
lungimea laturii patratului (patratul este dreptunghiul cu laturile congruente).

Exemplu: Aria unui patrat cu latura de 5 cm este A = 5% = 25 cm?.
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Observa si descopera!

2. Victor isi propune sa gaseasca o formula pentru a cal-
cula aria unui triunghi dreptunghic, folosindu-se de Figura 36.
Ajuta-l pe Victor, raspunzand la intrebarile care urmeaza.

a) Sunt congruente triunghiurile ABD si CDB? Justifica!

b) Cum sunt ariile celor doua triunghiuri?

AB-AD A B

2 Figura 36

D C

¢) Justifica formula Apapp =

@4 Important

. .. . . . C1 - Co
e Aria unui triunghi dreptunghic se poate determina cu formula Ay, dreptunghic =

5 unde

c1 si ¢ sunt lungimile catetelor.

Exemplu: Aria unui triunghi dreptunghic avand catetele de 6 cm, respectiv 8 cm, este
6-8
A = 7 =24 cm2.

e Aria unui triunghi oarecare se poate determina cu for-
[-h A
mula Agriunghi = 5 unde [ este lungimea unei laturi si h

este lungimea 1naltimii corespunzatoare acelei laturi.

Exemplu: Aria unui triunghi cu o latura de 6 cm si indltimea
6-4

corespunzatoare de 4 cm este A = - = 12 em?.
AD-BD
Justificare: Aupc = Aapp + Aacp; Aapp = — B D C
AD-CD
Aacp = ——F—.
) AD-BD AD-CD AD-BD+ AD-CD AD - (BD + DC)
Atunci Apape = + = =
2 2 2
AD - BC
= AABC = T

Observa si descopera!

3. Pentru a determina aria unui paralelogram ABC'D, Sara
construieste diagonala BD (Figura 37). Ajut-o pe Sara, ras-
punzand la urmatoarele intrebari:

a) Sunt congruente triunghiurile ABD si CDB? Justifica!

b) Cum sunt ariile celor doua triunghiuri?

¢) Justifica formula Aspcp = AB - DE.

Figura 37

@3¢ Important

e Numim inaltime a paralelogramului distanta dintre doua laturi paralele.
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e Aria unui paralelogram se poate determina cu formula Ap,aielogram = ! - 7, unde [ reprezinta
lungimea laturii si & lungimea Inaltimii corespunzatoare.

Exemplu: Aria unui paralelogram cu o laturda de 6 cm si indltimea corespunzatoare de 8 cm
este A =6-8 =48 cm?. A
d-D

e Aria unui romb se poate determina cu formula A,om, = —5

unde d si D reprezinta lungimile diagonalelor.

Exemplu: Aria unui romb cu diagonalele de 6 cm, respectiv 8 cm,
6-8 )
este A = —— =24 cm”. B
Justificare: AABD = ACBD deoarece BD este latura comuna,
AB = BCsi AD = CD (laturi ale rombului). Atunci Ayomp = 2 - Aapp =

_ Q_M = BD-AO. Cum AO = 1420, deducem ca A;omb = ACQBD

e Aria unui romb se poate determina folosind formula pentru aria paralelogramului.

e Numim Inaltime a trapezului distanta dintre cele doua baze.

e Aria unui trapez se poate determina cu Exemplu: Aria unui trapez cu bazele de 6 cm,
formula Aape; = (B+b)- h, sriveka J8) ot respe%tiv(gjﬂés st inaltimea de 3 cm este
zintd lungimea bazei mari, b lungimea bazei A= ———> =21 cm?*.
mici si A reprezinta inaltimea trapezului.
m e Perimetrul unui patrulater convex sau triunghi inseamna suma lungimilor tuturor
laturilor.
e Pentru paralelogram, perimetrul se Exemplu: Perimetrul unui paralelogram cu

poate determina cu formula P = 2 - (L +1), lungimea unei laturi de 8 cm si lungimea altei
unde L reprezinta lungimea laturii mai mari, [aturi de 6 cm este P =2 - (8 4+ 6) = 28 cm.
iar [ reprezinta lungimea laturii mai mici.

e Pentru romb, perimetrul se poate deter- Exemplu: Perimetrul unui romb cu lungimea
mina cu formula P = 4 - [, unde [ reprezinta unei laturi de 8 cm este P =4 -8 = 32 cm.
lungimea laturii.

Exerseaza!

4. Calculeaza aria dreptunghiului ABC'D, daca se cunosc urmatoarele lungimi de laturi:

a) AB=8cmsi BC=5cm;b) CD=3cmsi CB=7cm;c) AD=9cmsi AB =6 cm.

5. Calculeaza perimetrul dreptunghiului ABCD 1in fiecare caz: a) Aapcp = 48 cm?,
AB =6 cm; b) Aapep = 72 em?, BC = 8 ¢m; ¢) Aapep = 378 em?, AB = 18 cm.

6. Se considers triunghiul dreptunghic ABC cu <A = 90°, AB = 3 c¢m si Aapc = 6 cm?.
Calculeaza: a) lungimea laturii AC; b) perimetrul triunghiului ABC’ ¢) lungimea inaltimii din
varful A.

Indicatie: b) Aminteste-ti Teorema lui Pitagora, studiata in clasa a VI-a; ¢) Scrie aria triun-
ghiului ABC' in doua moduri.
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7. Calculeaza aria paralelogramului, in fiecare caz (Figurile 38-40).

B
I H
6 cm
E 10cm C b) F G S,

Figura 38 Figura 39 Figura 40

N

12 dm

8. Calculeaza aria unui romb ABC'D, cunoscand lungimile diagonalelor:
a) AC =6 cm, BD=8cm; b) AC=5m, BD=12m; c¢) AC =16 dam, BD = 12 dam.
9. Calculeaza aria si perimetrul unui patrat cu lungimea laturii egala cu: a) 6 cm; b) 5 dm;
c) 9 m.
10. Calculeaza aria unui patrat cu perimetrul egal cu: a) 20 cm; b) 12 dm; ¢) 10 m.
11. Calculeazd perimetrul unui patrat cu aria egald cu: a) 36 cm?; b) 25 dm?; ¢) 100 m?.
12. Calculeaza aria fiecarui trapez, folosind informatiile din Figurile 41-43.

C
D 2cm C
7 cm 12 cm
6 cm
E 6 cm
15 cm D A 9 cm B
Figura 41 Figura 42 Figura 43

13. Calculeaza aria unui trapez a carui inaltime are lungimea de 9 e¢m si linia mijlocie egala
cu 8 cm.

14. Se considera AABC' un triunghi oarecare si AM mediana, cu M € BC'. Demonstreaza ca
1
Aapy = Aacn = §AABC.

15. Se considera ABC'D un trapez isoscel, cu AB || CD, AB > CD si punctul O intersectia
diagonalelor.

a) Demonstreaza ca A op = Apoc-

b) Daca OP 1L AD, P € AD, si OR 1 BC, R € BC, demonstreaza ca triunghiul OPR este
isoscel.

16. Se considera ABC'D un trapez oarecare cu AB || CD. Arata ca Aapp = Aapc.

17. Fie ABCD un paralelogram. Demonstreaza ca Asop = Apoc = Acop = Apoa =

= §AABC = Z-AABCD-

18. Se considera ABC'D un trapez, cu AB || CD, in care Asop = Aaos = Apoc, unde
{O} = AC' N BD. Demonstreaza ca, in acest caz, ABCD este paralelogram.

19. Se considera ABCD un dreptunghi si £ € CD. Daca AB = 5 - DE, arata ca
Aspce =9 Aape.

20. Determina lungimea laturii unui patrat, stiind ca aria si perimetrul acestui patrat se
exprima prin acelasi numar real.
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Recapitulare

1. Determina masura celui de-al patrulea unghi al patrulaterului M N PQ), in fiecare caz:

a) <M = 40°, <N = 100°, <P = 80° b) <N = 55°, <M = 72°, <) = 140°.

2. Determina masurile unghiurilor paralelogramului ABC'D; daca masura unghiului B este

130°.

3. Determina masurile unghiurilor paralelogramului ABC'D in care masura unghiului A este

de doua ori mai mare decat a unghiului B.

4. Se considera ABC'D un paralelogram si punctele M si N mijloacele laturilor AD, respectiv

BC'. Arata ca segmentele BM si DN sunt egale.

5. Se considera triunghiul echilateral ABC' si M, N, P mijloacele laturilor AB, BC| respectiv

CA.
a) Care este natura patrulaterului AM N P?

b) Daca perimetrul triunghiului este 18 cm, cit este perimetrul patrulaterului AM N P?
6. Daca intr-un patrulater convex masurile unghiurilor sunt invers proportionale cu numerele

6, 8, 12 si 24, determina masurile unghiurilor patrulaterului.

7. Se considera paralelogramul ABC'D si M mijlocul segmentului AD. Dreptele CM si AB
se intersecteaza in punctul 7. Care este natura patrulaterului TAC D?

8. In Figurile 44-46 sunt reprezentate schitele gradinilor
lui Marian, Radu si Dan. Stiind ca toate patratele din imagini
reprezinta, in realitate, un patrat cu latura de 3 m, determina
aria fiecarei gradini.

9. Determina aria unui patrat care are perimetrul egal cu al
unui dreptunghi cu dimensiunile de 12 c¢m, respectiv 20 cm.

10. Demonstreaza ca, daca un patrulater convex are trei
unghiuri drepte, atunci acesta este dreptunghi.

11. Se considera ABC'D un paralelogram, astfel incat AB =
BD. Daca CE || BD, cu E € AB, arata ca DE | BC.

12. Se considera O punctul de intersectie a diagonalelor
dreptunghiului ABCD. Daca Pagc = 48 cm, Pago = 36 cm,
iar Ppoc = 32 cm, determina lungimile segmentelor BC'; AB si
BD.

13. Se considera ABE un triunghi dreptunghic isoscel. Pe
cateta BE se construieste patratul BCDFE, astfel incat punctele
C' si D nu apartin semiplanului determinat de dreapta BFE si
punctul A. Daca BD N CE = {F}, demonstreaza ca ABFFE
este trapez.

14. Se considera triunghiul ABC, M mijlocul laturii AB, N

mijlocul laturii AC' si P mijlocul laturii BC. Demonstreaza ca
1
Aamun = Apup = Acnp = Aynp = Z-AAB(}

15. Se considera triunghiul ABC' si mediana AM, M € BC.
Daca G este centrul de greutate al triunghiului ABC, se cere:

a) arata ca ariile triunghiurilor BGM si CGM sunt egale;

1
b) demonstreaza ca Asgp = Aace = Apce = gAABC-

O

Figura 44

©

Schita gradinii lui Marian

Figura 45

Schita gradinii lui Radu

Figura 46

Schita gradinii lui Dan
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