Capitolul 5 NOTIUNI GEOMETRICE FUNDAMENTALE

Unitatea de invatare: Unghiuri

LECTIA 1. Unghiuri suplementare; unghiuri complementare

/Atentie, incepem! ::'
'4

Al. a) Indicati (precizand pozitia, de la stanga
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ora si minutul formeaza unghiuri: drepte, e NES Nl Nl Ned Neb

ascutite, obtuze, alungite, respectiv nule;

b) Priviti ceasurile la care limbile care indica ora si minutul formeaza unghiuri drepte (cu
masura de 90°), respectiv unghiuri alungite (cu masura de 180°). Observati ca secundarul
formeaza cu acestea cate doud unghiuri pentru care suma masurilor este de 90°, respectiv
de180°. Cum se numesc doua unghiuri pentru care suma masurilor este de 90°si cum se numesc
doua unghiuri pentru care suma masurilor este de 180°?

A2. a) Construiti pe caiet, urmand indicatiile din figurile alaturate,

suplementul, respectiv complementul
unghiului ABC si ardtati cd este
congruent cu unghiul DEF.

¢) Ce proprietate au unghiurile cu
acelasi  suplement sau cu acelasi
complement ?

\‘Q‘?Ce ne invata teoria?

1. Unghiurile alungite si unghiurile nule sunt unghiuri improprii. Oricare unghi diferit de
unghiul alungit sau de unghiul nul este unghi propriu.

2. Doua unghiuri cu suma masurilor egald cu 90° se numesc unghiuri complementare
(fiecare dintre cele doud unghiuri este complementul celuilalt).

3. Doua unghiuri cu suma masurilor egald cu 180° se numesc unghiuri suplementare
(fiecare dintre cele doud unghiuri este suplementul celuilalt).
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a) <B+<xE =35°+55°=90°; b) «B+«E =45°+135°=180°

4. Dacd doud unghiuri ascutite sunt congruente, atunci si complementele lor sunt
congruente.

Demonstratie. Intr-adevir, daca misura celor doua unghiuri
congruente este de a°, atunci masura fiecarui complement este de
90° — a°, deci si complementele sunt congruente.

In acelasi mod se justificd si proprietatea reciprocd: Daci doud
unghiuri ascutite au complementele congruente, atunci i ele sunt
congruente.

90 - a

S. Daca doud unghiuri sunt congruente, atunci si suplementele lor sunt congruente.
Reciproc: Dacd doua unghiuri au suplementele congruente, atunci si ele sunt congruente.

(.l

o l._‘Sé vedem ce am inteles 1

1. Sa calculam masura complementului unui unghi de masura: 12°, 24°, 30°, 45°, 60°, 66°,
78°, apoi sa calculam masura suplementului unui unghi de masura: 20°, 160°, 45°, 135°,
60°, 120°, 30°, 150°.

2. Sa gasim unghiul care are aceeasi masurd ca si complementul / suplementul sdu.

£ Invatam s rezolvam

1. Unghiurile 4 si B sunt complementare, iar masura unghiului B este cu 15° mai mare decat
masura unghiului 4. Determinati masurile unghiurilor 4 si B.

Rezolvare: Unghiurile 4 si B sunt complementare, adica <t4+<B =90°(1). Cum «B = «x4+15°,
prin 1inlocuirea in (1), obtinem <A+<xA4A+15°=90°=2-x4=75°= «x4=37°30" si
XB=37°15'+15°=52°30".

2. Unghiurile M si N sunt suplementare, iar masura unghiului N este de 4 ori mai mare decat
madsura unghiului M. Determinati masurile unghiurilor M si N.

Rezolvare: Unghiurile M si N sunt suplementare, adica <M + <N =180°(1).

Cum <N =4-<M , prin inlocuirea 1n (1), obtinem <M +4- <M =180°=

=5-4M =180°= <M =36° 51 <N =4-36°=144°.
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ﬁ Scrie perechile de unghiuri complementare, stiind ca: <4 =30°, «xB=45°, «C=60°,

<«D =25°30",

XE =45°, <F =64°30", <G =34°27" 51 «tH =55°33".

2. Scrie perechile de unghiuri suplementare, stiind cd: <«4=120°,
XD =85°48", «E =142°20" si <F =94°12".

3. Unghiurile din perechile: <4 si <P, «B si «Q

complementare. Afla masurile unghiurilor P, Q si R, stiind ca: <4 =60°
xC =37°43".

<B =37°40",

xC =60°,

, respectiv. «<C si <XR sunt
, <B=42°,

4. Unghiurile din perechile <M si <U, <N si <V, respectiv <P si < sunt suplementare.
**Aﬂa masurile unghiurilor U, V'si W, stiind ca: <M =120°, <N =150°, <P =165°34".

5. Unghiurile ABC si CBD sunt complementare si au aceeasi masura x. Afla masura x, comuna
unghiurilor ABC si CBD.

unghiurilor BAC si CAD.

. Unghiurile BAC si CAD sunt suplementare si au aceeasi masura y. Afla masura y, comuna

. Unghiurile 4 si B au acelasi suplement, unghiul M. Stiind ca <M =128°, afla masurile

unghiurilor 4 si B. Ce poti afirma despre doua unghiuri care au acelasi suplement?

. Unghiurile C si D au acelasi complement, unghiul P. Stiind ca <P =27°35", afla masurile

unghiurilor C si D. Ce poti afirma despre doud unghiuri care au acelasi complement?

masura unghiului 4. Afla masurile unghiurilor 4 si B.

. Unghiurile 4 si B sunt suplementare, iar masura unghiului B este cu 45° mai mare decat

10. Unghiurile P si Q sunt complementare, iar raportul masurilor unghiurilor P si Q este % .

Afla masurile unghiurilor P si Q.
11. Identifica perechile de unghiuri suplementare din figurile urmatoare:

/D e U p (\V 7’ A
c 4 B||P \ 4
RIS || NV T 5 < &

a) b) 9 d) e
12. Identifica perechile de unghiuri complementare din coniguratiile urmatoare:

Y E F Q

V4 7 %
c:/l
0 x| 1 k||B AU »
) b) o) d

13. Unghiurile din perechile 4 si M, respectiv B si N sunt suplementare, iar <4 =<B=x.
Demonstreaza ca <M = <N .

14. Formuleaza aceeasi problema pentru perechile de unghiuri complementare C si P, respectiv
Dsi Q.

15. Arata ca, daca doud unghiuri sunt complementare, atunci ele sunt unghiuri ascutite.
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LECTIA 2. Unghiuri adiacente; bisectoarea unui unghi

/Atentie, incepem! ::'
F4

Al. a) Indicati (precizand pozitia, de la
stinga la dreapta) ceasurile la care
secundarul din interiorul unghiului format
de limbile care indica ora si minutele,
formeaza cu acestea doua unghiuri situate de o parte si alta a sa si precizati cum se numesc
aceste perechi de unghiuri proprii astfel formate;

b) Indicati ceasurile la care unghiurile formate de secundar cu limbile care indica ora si
minutele, sunt unghiuri adiacente complementare si respectiv unghiuri adiacente suplementare;
¢) Identificati ceasul la care cele doua unghiuri adiacente formate de secundar cu limbile care
indica ora si minutele au masurile egale. Cum se numeste, in acest caz, semidreapta secundar
pentru unghiul format de limbile care indica ora si minutele?

A2. Prin plierea hartiei, astfel incat

laturile unghiului ABC s3a se
suprapund, se obfine semidreapta
BD, cu originea in varful unghiului,
situatd in interiorul unghiului si
care formeaza cu laturile acestuia,
unghiurile adiacente ABD si CBD de masuri egale. Este BD bisectoarea unghiului ABC? a) Care
este pozitia semidreptei BD fata de unghiul ABC? b) Comparati unghiurile ABD si CBD.

\gCe ne invata teoria? _HI

=

1. Doua unghiuri proprii, care au

= acelasi varf,

= o laturda comuna si

= celelalte doud laturi de o parte si de alta a dreptei suport pentru latura comuna, se
numesc unghiuri adiacente.

Exemplu: 1n figura alaturata unghiurile BAC si CAD sunt adiacente, CAD si
DAE sunt tot adiacente. Dar unghiurile BAC si DAE nu sunt adiacente, deoarece
nu au o laturd comuna.
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2. Bisectoarea unui unghi propriu este semidreapta cu originea in varful unghiului, inclusa
in interiorul unghiului si care formeaza unghiuri congruente cu laturile acestuia.

Exemplu: In figura 1, semidreapta BD este bisectoarea unghiului ABC.

Fig. 1

3. Constructia bisectoarei unui unghi cu
ajutorul raportorului (figura 2)
» Masuram unghiul (40°);
» Calculam jumatate din masura, asezand raportorul ca in figura 2) (20° ), adica marcam punctul
din dreptul masurii injumatatite;
» Cu ajutorul riglei, construim semidreapta din varul unghiului ce trece prin acest punct.

n}?‘Sé vedem ce am inteles .

4. Constructia bisectoarei unui unghi cu rigla negradata si cu compasul

Sa construim bisectoarea cu rigla si compasul.

1. Sa desenam unghiul propriu ABC.

2. Cu acul compasului in B, sa trasdm un arc care taie laturile unghiului in D §i E.

3. Cu acul compasului in D, trasdm un arc in interiorul unghiului.

4. Cu acul compasului in E (si aceeasi deschidere a compasului), tdiem ultimul arc, in F.

5. Unim B cu F'si am obtinut bisectoarea unghiului ABC. Sa verificaim cu compasul. )
5
A
'3\ y
B C B _JD C B _JD C

= M nvatam sa rezolvam

1. Se considerd unghiurile adiacente BAC si CAD, astfel incat «<BAD =80°. Stiind ca
XCAD =3-<xBAC , determinati masurile unghiurilor BAC si CAD.
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Ipoteza: «BAC,<«CAD adiacente; «BAD =80°,«<CAD =3-<BAC . B

Concluzie: <BAC =?;<CAD =? C
Demonstratie: <BAC,<«CAD adiacente = <<BAC+<«XCAD=<BAD= 4
XBAC +<CAD =80°. Inlocuim in aceastd relatie <CAD =3-<xBAC si
obtinem <BAC +3-«XBAC =80°= «BAC =20° si «CAD =3-20°=60°.

2. Se considerda «xBAC =76° si bisectoarea acestuia AM. Aflati masura =
unghiului format de bisectoarea AM cu una dintre laturile unghiului.

Ipotezi: <BAC =176°; AM bisectoarea <xBAC .

Concluzie: <BAM =? M
Demonstratie:
o C
AM bisectoarea «xBAC = <BAM = <MAC = <32AC = 75 =38°.
1. Scrie perechile de unghiuri adiacente din configu- N P c
ratiile reprezentate in figura 1. - p B

2. Explica de ce perechile de unghiuri CAM si CBN,
respectiv BAD si CAD din figura 2, nu sunt adiacente.

D,
C
3. Construieste unghiurile adiacente BAC si CAD, daca: G P
a) «xBAC =20°%<xCAD =35°; D
B N
- b) «xBAC =115°,«CAD =57°. 4
) . . . .

4. Construieste unghiurile adiacente complementare — Z ~ c

Figura 2

XOU s1 UOY, stiind ca:

a) <XOU =50°; b) «<UOY =75°; ¢) LXOU =<« UOY .
5. Construieste unghiurile adiacente suplementare A/C si CIB, stiind ca:
a) <AIC=75°; b) «CIB =120°; ¢) «AIC =«xCIB.

6. Daca unghiurile XOY si YOZ sunt adiacente suplementare, ce poti afirma despre punctele X,
Os12?
7. Construieste bisectoarea unghiului BAC, stiind ca:
a) <BAC =84°; b) «BAC =45°; ¢) <BAC =90° D C
8. Construieste un unghi XOY, stiind ca bisectoarea sa O/ formeaza cu
latura: a) OX un unghi cu masura de 30°; b) OY un unghi cu masura de
27° ¢) OY un unghi cu masura de 45°.
9. Observa patratul ABCD din desenul alaturat si precizeaza daca: a) AD
este bisectoarea unghiului B4D; b) CA este bisectoarea unghiului BCD;
¢) BD este bisectoarea unghiului ABC; d) DB este bisectoarea unghiului
ADC. Verifica afirmatiile, masurand unghiurile cu raportorul.

Figura 3
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LECTIA 3. Unghiuri opuse la varf. Unghiuri formate in jurul unui punct

7 Atentie, incepem! ;='
'

Al. a) Priviti foarfeca deschisa, precizati cate perechi de unghiuri
congruente, cu acelasi varf, s-au format si pozitiile laturilor
unghiurilor din aceeasi pereche.

b) Dreptele A4' si BB' concurente in O, determind perechile de
unghiuri congruente AO0B si A'OB', respectiv AOB' si A'OB, cu
proprietatea ca laturile unuia dintre unghiuri sunt semidreptele
opuse semidreptelor care formeaza celalalt unghi din pereche.
Cum se numesc perechile de unghiuri cu aceasta proprietate?

A2. Dan, aflat in punctul M, traseaza trei semidrepte imaginare, de
origine M si extremitdti punctele: N (semnalizatorul de cale feratd),
O (un far) si P (ruinele unei biserici). Numiti cele trei unghiuri astfel
formate si precizati:

a) dacd interioarele oricarei perechi dintre cele trei unghiuri, au
puncte comune; b) dacd reuniunea celor trei unghiuri cu
interioarele lor este Intreg planul; ¢) cum se numesc unghiurile care

indeplinesc conditiile: au acelasi varf, doua cate doud nu au puncte interioare comune; reuniunea cu
interioarele lor este intreg planul; d) cu cat este egala suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct ?

\gbe ne invata teoria? E=.

=

unghiuri opuse la varf.

1. Doud unghiuri cu acelasi varf si cu laturile perechi de semidrepte opuse se numesc

Exemplu: In figura de la A1, unghiurile 4OB si A'OB’ sunt opuse la varf,

2. Daca doua unghiuri sunt opuse la virf, atunci ele sunt congruente.

Justificare: Intr-adevir, daca unghiurile AOB si A’OB’' sunt opuse la varf, atunci perechile: 04
si OA', respectiv OB si OB', sunt de semidrepte opuse. Deci, perechile de unghiuri: AOB si
AOB', respectiv AOB' si A'OB’ sunt de unghiuri suplementare. Cum unghiurile AOB si A'OB’

au acelasi suplement, ele sunt congruente.
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7/ A

3. Trei sau mai multe unghiuri cu acelasi varf, fara puncte interioare comune si care reunite
cu interioarele lor dau intreg planul, se numesc unghiuri in jurul unui punct.

Exemplu: Unghiurile OMP, PMN, NMO din desenul de la A2 sunt unghiuri in jurul punctului M.

4. Suma mdasurilor unghiurilor formate in jurul unui punct este egala cu 360°.

MQSE vedem ce am inteles 1

(Pentru figura aldturata, sa scriem:
a) Perechi de unghiuri opuse la varf;
b) Triplete de unghiuri formate in jurul unui punct;
¢) Perechi de unghiuri care nu sunt opuse la varf;

d) Cvartete de unghiuri care nu sunt unghiuri in jurul unui
punct. G B

1. Se considera unghiurile AOC si BOD opuse la varf. Daca OM este bisectoarea unghiului AOC
si ON este semidreapta opusa lui OM, aratati cd ON este bisectoarea unghiului BOD.

Ipotezd: < 40C,«BOD opuse la varf, OM bisectoarea <40C;
OM si ON semidrepte opuse.

Concluzie: ON este bisectoarea <BOD .

Demonstratie: <AOC,<BOD opuse lavarf = <40C = <BOD ;
Daca OM bisectoarea <40C = <xAOM = <MOC (1).

OM si ON semidrepte opuse = punctele M, O, N coliniare si << AOM,
< BON opuse la varf. Deci <« AOM = <« BON (2). Analog se arata ca <« MOC= < NOD (3).

Din relatiile (1), (2) si (3) obtinem < BON= <« NOD = ON este bisectoarea < BOD.

2. Fie O un punct situat pe segmentul A4’si B,B’ doua puncte de o parte si de alta a dreptei A4".

a) Daca <« AOB = « A'OB’, atunci semidreptele OB si OB’ sunt opuse;

b) Dacé doud unghiuri congruente AOB si A'OB’ au laturile OA4, OA' semidrepte opuse, iar OB, OB’ sunt
de o parte si de alta a dreptei A4’, atunci cele doud unghiuri sunt opuse la
varf.

Ipoteza: a) O € AA'; B, B' de o parte si de alta a dreptei 44"
XAOB=<A'0OB'; b) <xA0OB =<xA'0OB'; OA, OA' semidrepte
opuse; OB, OB'de o parte si de alta a dreptei A4".

Concluzie: a) OB, OB'semidrepte opuse; b) «40B,«A'OB"' sunt

opuse la varf.
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Demonstratie: a) <A'OB'+<BOA'=180°= «BOB'=180°. Deci OB, OB’ sunt semidrepte
opuse. b) aceeasi rezolvare ca la punctul a).

Observatie: Aceste enunturi formeaza teoremele reciproce ale unghiurilor opuse la virf.

1. Observa configuratiile din figura 1 si selecteaza
afirmatiile adevarate:

a) Unghiurile AOB si A'OB’ sunt opuse la varf;

b) Unghiurile E7D si FTC sunt opuse la varf;

¢) Unghiurile AOB’ si A'OB nu sunt opuse la varf;
d) Unghiurile ETF si CTD nu sunt opuse la varf.

Figura 1

2. Observa figura 2 si selecteaza
afirmatiile adevarate:

a) unghiurile AOB, BOC, COD, DOE si AOE sunt unghiuri in jurul unui punct;
b) unghiurile A0OB, BOC, COD si DOE nu sunt unghiuri in jurul unui punct;

¢) unghiurile AOB, BOD si AOE nu sunt unghiuri in jurul unui punct;

d) unghiurile AOC, COE si AOE sunt unghiuri 1n jurul unui punct;

) unghiurile AOC, BOD, DOE si AOE sunt unghiuri in jurul unui punct.

3. a) Reprodu in caiet desenul alaturat (figura 3);

Figura 2

b) Scrie unghiul opus la varf unghiului AOC, apoi scrie inca trei y

perechi de unghiuri opuse la varf;

¢) Determina masurile unghiurilor FOD, COF si AOD; < 00 0 2

d) Traseaza bisectoarele unghiurilor AOC si BOC si arata cd acestea F

formeaza un unghi drept. A
. Figura 3
4. Cu notatiile din desenul 5. Cu notatiile din desenul | 6. Cu notatiile din desenul
alaturat determina masurile alaturat, determina masura | alaturat determina masura
unghiurilor XOU si XOV. unghiului COD.

v, ¢ D
X 65°
y Y A 459 M5 B

0]

unghiului AOB.

7. In triunghiul ABC, punctul M apartine laturii BC, astfel incat <BAM =28° si <MAC = 52°.
Bisectoarea unghiului BAM intersecteaza latura BC in punctul D, iar bisectoarea unghiului
MAC intersecteaza latura BC in punctul E. Afla masura unghiului DAE.

8. In triunghiul BAC, punctul M apartine laturii BC. Traseazi bisectoarele unghiurilor AMB si
AMC si arata ca acestea formeaza un unghi drept.

9. Masurile a trei unghiuri in jurul unui punct sunt direct proportionale cu numerele 7, 11 si
12. Afla masurile celor trei unghiuri.
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Modeleaza urmatorul scenariu: Titlul ,,Unghiuri”’, un personaj folosind deplasarile
deseneaza o pereche de unghiuri opuse la varf si spune ,, Acestea sunt unghiuri opuse la
varf . Apoi sterge desenul §i repeta cu unghiuri adiacente.

[ Teste la final de unitate ]

Test de autoevaluare

Copiaza si completeaza tabelul cu litera corespunzatoare
raspunsului corect si vei obtine un cuvant surpriza:

1. Complementul unghiului cu masura de 80° are masura de

a) b) ¢) d)

6° 16° 176° 166°

2. Bisectoarele a doud unghiuri adiacente cu masurile de 74° si, respectiv 16° formeaza un
unghi cu masura de

s) t) u) V)
45° 29° 16° 34°
3. Bisectoarele a doua unghiuri opuse la varf formeaza un unghi
a) b) ) d)
ascutit nul alungit propriu

4. O semidreapta inclusd in interiorul unui unghi si cu originea in varful unghiului,
formeaza cu laturile acestuia unghiuri cu masurile 42°, respectiv 17°. Atunci masura

unghiului este

s)

t)

u)

V)

48°

73°

59°

123°

5. O semidreapta inclusa 1n exteriorul unui unghi, cu originea in varful unghiului, formeaza
cu laturile acestuia unghiuri cu masurile 152°, respectiv 143°. Atunci masura unghiului

este

t)

f)

u)

V)

275°

65°

95°

90
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6. Suma masurilor suplementelor a doud unghiuri este 148°. Atunci suma masurilor unghiurilor este

g)

h)

i)

1))

360°

32°

212°

90°

7. Diferenta dintre masura suplementului unui unghi si a complementului altui unghi este

de 137°. Diferenta masutilor celor doua unghiuri este

t) u) V) W)
47° 147° 223° 43°
e
Testul 1

iz
‘ Se acorda 10p din oficiu
I. Pe foaia de rezolvare, in spatiile punctate, scrie cuvintele sau rezultatele care fac
enunturile adevarate.

10p 1. Dacd doud unghiuri au suma masurilor egalad cu 180°, acestea se numesc ... .

10p 2. Doua unghiuri cu acelasi varf si care au laturile in prelungire se numesc ... .

3. Bisectoarea unui unghi propriu este semidreapta cu originea in varful unghiului,

10p  situata in interiorul acestuia si care formeaza cu laturile unghiului initial ....
II. Pe foaia de rezolvare, scrie numai litera raspunsului corect, stiind ca doar unul
dintre cele patru raspunsuri este corect.

10p 1. Unghiurile AOC si BOD din figura alaturata sunt:

a) obtuze; b) opuse la varf;
¢) adiacente; d) drepte.
10p 2. Suplementul unghiului AOD are misura de:
a) 50°% b) 60°; c) 40° d) 130°.
10p 3. Bisectoarea unghiului BOD formeaza cu semidreapta OD un unghi de:
a) 50° b) 65 c) 259 d) 35°.

ITI. Pe foaia de rezolvare, scrie rezolvarile complete, pentru urmaitoarele exercitii:
5p 1. a) Se considera doud unghiuri adiacente, suplementare AOB si BOC'.
Determinati masurile celor doud unghiuri stiind ca masura unghiului AOB este
de doua ori mare decat masura unghiului BOC' . b) Desenati cele doua unghiuri
Sp si bisectoarele acestora si determinati masura unghiului format de acestea.
2. Se considera dreapta AB, punctul O situat intre 4 si B si punctele P si O de

o parte si de alta a dreptei 4B, astfel incat <POB = 81", iar <BOQ =99°.

10p
Realizati desenul si aflati masura unghiului 400 .
3. Se considerd perechile de unghiuri adiacente: AOB, BOC, respectiv BOC si
10 COD. Stiind ca <40B =17210" si «<COD =65°20", aflati masura unghiului
p

BOC, astfel incat punctele 4,0 si D sa fie coliniare si realizati desenul

corespunzator.
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