Teorema lui Thales g

Segmente proportionale. Teorema paralelelor echidistante

Observa si descopera! .
1. In lipsa unui caiet de matematici, Sara a folosit un caiet M

dictando. La un caiet dictando, distanta dintre oricare doua linii N

consecutive este aceeasi. Sara a desenat o dreapta f si a marcat P

pe ea punctele A, B, C' si D, ca in Figura 1. Victor deseneaza

alaturi dreapta g si marcheaza pe ea punctele M, N si P.

a) Daca AB = 2 cm, ce lungime are segmentul BC? Dar Figura 1

segmentul BD?
b) Cu cat este egal raportul dintre lungimea segmentului AB si lungimea segmentului BD?

c) Fara a cunoaste lungimile segmentelor M N si NP, poti spune cat este raportul acestor

lungimi?

[ Important

e Numim paralele echidistante trei sau mai multe drepte paralele pentru care distanta
dintre oricare doua drepte consecutive este mereu aceeasi.

Exemplu: Liniile caietului dictando sunt paralele echidistante. Liniile portativului din caietul
de muzica sunt paralele echidistante.
e Paralelele echidistante determina pe o dreapta care le intersecteaza segmente congruente.

Exemplu: In Figura 1, AB = BC = CD.
e Daca trei sau mai multe drepte paralele determina pe o secanta segmente congruente, atunci
ele sunt paralele echidistante.

e Prin raportul a doua segmente intelegem raportul dintre lungimile celor doua segmente
masurate cu aceeasi unitate de masura.

Exemplu: Daca AB =4 c¢cm st CD = 12 c¢m, atunci raportul dintre segmentele AB si C'D este

AB 4 cm 1
D= 13 =3 (am simplificat prin 4 si prin cm).
cm
Sa observam ca:
> Raportul a doua segmente este un numar; nu depinde de unitatea de masura.

AB 2
> Daca —— = - nu inseamna ca AB =2 cm si CD = 3 cm. Putem spune AB = 32 cm si

cD 3
CD =48 cm sau AB = 2 km si CD = 3 km. In general, avem AB = 2k si CD = 3k, unde k este

factorul prin care s-a simplificat.
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e Numim segmente proportionale patru segmente cu lungimile carora se poate forma o
proportie.

Exemplu: Se considera segmentele AB = 6 ¢cm, CD =8 ¢cm, EF = 15 ¢m si GH = 20 cm.

Numerele 6, 8, 15 si 20 sunt numere proportionale deoarece 6-20 = 8-15. Atunci segmentele AB,
AB EF

CD ~ GH’
e Putem construi patru segmente proportionale cu ajutorul paralelelor echidistante.

CD, EF si GH sunt segmente proportionale. Putem forma, de exemplu, proportia

Construim dreptele d; si ds. d, d,

Construim paralelele echidistante A; Ay, By B>, J 4
C1Cy, DDy si By Es. / 1 2

D, DN
E,

Acum putem alege ca segmente proportionale segmentele Ay By, B1Ey, AsBs si BoEs.

A AiBr 1 ABy 1 dici A1By  AyBs
vem = —si = —, adica = :
BiE, 37 ByE, 3’ B1E1  ByFEs
Puteam alege segmentele A; Dy, A1 Fy, AsDs, si AsEs dar si alte segmente.
A/ \C
Exerseaza!
a L . - E G
2. Stiind ca dreptele orizontale din Figura 2 sunt paralele
echidistante, determina valoarea urmatoarelor rapoarte: . / \H
AFE AFE EF CH DG DC
Vpr P s Y ap YV ua Y etV am
B D
Figura 2

136 Matematica



D 3. In Figura 3, dreptele dy, da, ds, dy, ds si dg sunt paralele echidistante, iar dreptele AD si M@Q
sunt secante. Folosindu-te de notiunile invatate, verifica daca urmatoarele relatii sunt adevarate:

a)AiBiMN' b>A707NP. C)ABi NM
CD PQ’ BD  MQ’ BD  MP + PQ’
BD MQ
- . AB-PQ)=CD-MN:; ) AC-MQ =BD. -NP.

Figura 3

4. Stiind ca dy || do || d3 || dy si d este o secantd, astfel incdt d Nd; = {A}, dNdy = {B},
dNds = {C} si dNdy = {D}, verifica daca dreptele dy, dy, ds si dy sunt paralele echidistante,
tindnd cont de informatiile date, in fiecare caz:

a) AB =3 cm, BD = 6 cm, iar C este mijlocul segmentului BD;

b) AC =2 ABsi BD =2-CD;
c) AC=BDsi AC=2-BC.

5. Daca dreptele orizontale sunt paralele echidistante si AM = P(), determina care dintre cele
doua trasee este mai lung, cel colorat cu rosu sau cel colorat cu galben, in fiecare dintre Figurile

4-5.
© A/ D © A/ D
M/ P M ﬁ XP
Nﬁ QQ N/ Q
Es - 3

Figura 4 Figura 5
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d D A
6. Se considera d || e || f si g o secanta astfel
incat gNd = {A}, gne = {B} signf = {C}. Fie B B o
BD 1 d,Dedsi BELf, FE € f, precum in Fi-
gura 6. Foloseste metoda triunghiurilor congru-
ente pentru a arata ca daca BD = BFE, atunci f
AB = BC. C E

Figura 6

7. In Imaginea 1, este reprezentat o portiune
din harta cartierului West Manhattan a orasului W 42nd St
New York din SUA. In imagine, apar strazi pa-
ralele echidistante, incepand de la sud cu strada
W 34th pana in nord la strada W 42nd. Secanta
cu toate aceste strazi este bulevardul Broadway,
care este incadrat intre bulevardele 7th Ave in
vest si 6th Ave in est. Se mai cunoaste faptul ca
unghiul dintre orice strada de tipul W si bule-
vardele 6th Ave, respectiv 7th Ave, este drept.

a) Ce poti spune despre cele 8 portiuni ale
bulevardului Broadway delimitate de strazile de
tip W? Dar despre portiunile din bulevardul Broa-
dway si bulevardele 6th Ave si 7th Ave?

b) Noteaza acum cu N punctul care se afla W 38th St
la intersectia dintre bulevardul 7th Ave si strada
W 38th, cu Y punctul de la intersectia 6th Ave
— W 38th, iar cu By, Bs, ..., By punctele de W 37th St
la intersectiile bulevardului Broadway cu stra-
zile orizontale, incepand cu W 34th, pana la W
42nd. Daca punctul Bs este mijlocul strazii W
38th, demonstreaza ca patrulaterele NBY By,
NByY Bs, NB3Y B; si NB,Y Bg sunt paralelo-
grame.

c¢) Daca punctul T este la intersectia 7th Ave W 35th St
— W 42nd, iar punctul S la intersectia 6th Ave
— W 34th, demonstreaza ca zona determinata
de trapezul dreptunghic NT'ByBs are aceeasi W 34th St
arie precum cea a zonei determinate de trape-
zul SYB5Bl

W 47st St

W 40th St

7th Ave
6th Ave

@
?g} W 39th St
2
A

W 36th St

Imaginea 1 — Harta cartierului Manhattan
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Teorema lui Thales. Impartirea unui segment in parti

9

proportionale cu numere date

Observa si descopera!

1. Imaginea 2 prezinta stalpul AC
sustinut cu ajutorul unor ancore. Una
dintre ele este AB. Din cauza uzurii,
aceasta ancora trebuie schimbata, dar
nimeni nu stie ce lungime are ancora
AB.

[ata cum Incearca Victor sa il ajute
pe tatal sau sa determine lungimea
ancoreil Masoara distanta BC' si ga-
seste ca este egala cu 4 m. La 1 m
de punctul B, in punctul D infige un
tarus si masoara lungimea segmentu-
lui BE; o gaseste de 2,5 m. Cu aceste
date face o schita pe o foaie de mate-
matica, asa cum arata Figura 7.

o i T = —_

Imaginea 2 — Un stilp ancorat

e Spune ce lungime are ancora AB, tinand cont de faptul ca g
dreptele DE, AC si liniile punctate sunt paralele echidistante.

Figura 7
Important

e In orice triunghi, o paraleli la una din- A
tre laturile triunghiului determina pe celelalte
doua laturi (sau pe prelungirile lor) segmente

proportionale (Teorema lui Thales). b .

Cazul I. Paralela intersecteaza laturile.

B C
T.Thales AD AF
PEIBC, . b = B Ex—sD

AD AE _ AB AC

A
MaiputemscrieABZACsauDB—EC. A
Cazul 11. Paralela intersecteaza prelungirile
laturilor. B C
T.Thales AD AFE
DE| BC "= = . 5 .

aaBc DB~ EC’

AD AE AB AC

AB~ AC™' DB~ EC

Ezemplu: In Figura 7, in triunghiul ABC avem DE ||AC. Rezultd din teorema lui Thales

BD BE o125 _ _
BC = BA' adica 1= A de unde AB =4-25=10 m.

Mai putem scrie
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e Cu ajutorul teoremei lui Thales putem Imparti un segment in parti proportionale cu numere
date.

Exemplu: Sa impartim un segment AB = 10 cm in doua segmente AM si BM astfel incat

AM = § Procedam astfel:

MB 4
A A M B
b D
E . B
C
Construim semidreapta AC' pe care luam segmen- Unim punctele E si B. Paralela prin punctul D
tele AD =3 cm si DE =4 cm. la EB intersecteaza segmentul AB in M punctul
cautat.
Justificare: In triunghiul ABE avem, DM ||EB.
AM  AD AD 3cm 3 AM 3
Rezulta, din teorema lui Thales, ca —— = ——. Dar — = = — si atunci = -,
MB DFE DE 4cm 47 MB 4

e Punctul care imparte un segment in parti proportionale cu doua numere date este unic in
interiorul segmentului. Mai exista un punct in exteriorul segmentului care are aceeasi proprietate,
de aceea este important sa precizam daca punctul este situat pe segment sau pe dreapta suport,
in exteriorul segmentului.

AM 1

Ezemplu: In ambele situatii reprezentate in figura de mai jos, WE -~ 2 dar tn primul caz

punctul M este situat pe segment, iar in al doilea caz punctul M este situat pe dreapta suport, in
exteriorul segmentului.

A M B M A B
Exerseaza!
2. Se considera triunghiul MNP cu MN = 48 mm, NP = M
60 mm si M P = 24 mm si punctele A € MN,B € NP si C €
MP.
a) Daca AB || MP si AN = 16 mm, determina lungimile
segmentelor AM, BN si BP. A

b) Daca AB || MP si BP = 10 mm, determina lungimile
segmentelor AN, AM si BN.
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c) Daca BC || MN si BP = 24 mm, determina lungimile M
segmentelor CP, CM si BN.

C

d) Daca BC || MN si CM = 18 mm, determina lungimile

segmentelor CP, BP si BN.
P N
M B

e) Daca AC || NP si AM = 2 cm, determina lungimile seg-
mentelor AN, CM si C'P.

f) Daca AC || NP si CP = 2 c¢m, determina lungimile seg- C A
mentelor AM, AN si CM.

P N

3. Imparte un segment cu lungimea de 11 cm in: a) 3 segmente congruente; b) 7 segmente
congruente.

4. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC in care AB = 24 mm si AC = 32 mm.

M 1
a) Daca punctul M este in interiorul segmentului AB, astfel incat WE -3 iar punctul N

este pe dreapta AC, astfel incat M N || BC, determina lungimile segmentelor AM, BM, AN si
CN.

b) Aceleasi cerinte pentru cazul in care punctul M apartine dreptei AB, dar nu si segmentului
AB.

5. Se considera trapezul ABCD, cu AB || CD, AB > CD si O punctul de intersectie a
diagonalelor. a) Demonstreaza ca OA-OD = OB - OC.
b) Daca OA =2z, OB =x — 4, OC = 16 si OD = 6, determina valoarea lui x.

6. Se considera trapezul ABCD, cu AB || CD, AB > CD si ADN BC = {V}.
VD VC

Demonstreaza ca —

VA VB’
a 7. Pentru a rostogoli bolovanul din Figura
8, cu ajutorul unei bare metalice, se formeaza o
parghie. Parghia este eficienta daca raportul in- T
tre lungimea ei pana la punctul de sprijun (AS)

si lungimea ei totala (AT) este =. Daca punc-

tul de sprijin (P) se afla la 0,8 m de bolovan,
la ce distanta de bolovan sta muncitorul care
actioneaza parghia?

8. Se considera triunghiul DEF si punctele P € DE, Q € EF si R € DF astfel incat
PQ || DF si QR || DE. Demonstreaza ca PD - RD = RF - PE.

9. Stiind ca lungimea diagonalei unui patrat este 11/2, unde [ reprezinta lungimea laturii
patratului, imparte un segment cu lungimea de 3v/2 cm in: a) 3 segmente congruente; b) 12
segmente congruente.

A P M
Figura 8
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10. Se considera triunghiul oarecare ABC' si AD bisectoarea unghiului BAC, cu D € BC.
Paralela prin punctul B la AD intersecteaza dreapta AC' in punctul E, ca in Figura 9.
a) Demonstreaza ca triunghiul ABE este isoscel cu AB = AE.

AE  BD
b) Aplica teorema lui Thales in triunghiul FBC' si demonstreaza ca 1= Do
BD AB
c¢) Folosind rezultatele obtinute anterior, verifica relatia — (Teorema bisectoaret).
DC ~ AC
E
A
B D C
Figura 9

11. Se considera triunghiul ABC, in care AB = 12 cm, BC' = 18 cm si CA = 24 cm. Daca
AD este bisectoarea unghiului BAC, cu D € BC, determina lungimile segmentelor BD si DC.

AP
12. Se considera triunghiul ABC', punctele P € AB si Q € AC, astfel incat —— BP ig <1,

M mijlocul laturii AB, N mijlocul laturii AC' si R € AB, astfel incat RQ || BC, ca in Figura 10.
a) Arata ca BR = AP, folosind teorema lui Thales.
b) Daca MN N PQ = {S}, demonstreaza ca S este mijlocul segmentului PQ.

A

Figura 10

13. Se considera triunghiul oarecare DEF' si G centrul sau de greutate. Daca GP || DE,

DR FEP F 1
GQ || EF si GR|| DF,cu P € EF,QQ € DF si R € DE, arata ca RE:PF:QgZQ'
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Reciproca teoremei lui Thales

Observa si descopera!

1. Citeste dialogul dintre cei doi copii, apoi raspunde la
intrebari.

AD
Sara: Stiu de la Thales ca daca DE || BC, atunci — =

DB
AE AD AFE
? i
. Cum ar fi invers? Daca DB~ BC atunci DE' || BC.

Victor: Eu zic ca nu este adevarat.
Sara: Bine, atunci eu construiesc prin punctul D o paralela

la BC care intersecteaza pe AC intr-un punct F' diferit de F, ca
7 11 At AD AF d AD AFE lts

in Figura unci DE = pop dar cum o = o rezultd

AF AE

FC  EC’

Figura 11

Victor: Asta inseamna ca exista doua puncte distincte pe segmentul AC care impart segmentul

in acelasi raport.
a) Este adevarata afirmatia facuta de Victor?
b) Unde a gresit Victor?

Important

e Daca o dreapta determina pe doua dintre laturile unui
triunghi (sau pe prelungirile acestora) segmente proportionale,

atunci ea este paralela cu a treia latura. (Reciproca teoremei
lui Thales).

Dreapta intersecteaza prelungirile laturilor.

AD  AFER. “Thales

DB EC NABC DE| BC

A
Dreapta intersecteaza laturile.
AD AERT ales
DB EC A,%ac DE | BC
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Exerseaza!

2. Se considera triunghiul M NP, in care M N = 30 mm, NP = 36 mm si M P = 24 mm.

a) Daca A€ MN, B € NPsiC € MP, astfel incit AM =5 mm, BN = 30 mm, CP = 4 mm,
arata ca AB || MP sica BC || MN.

b) Daca A € (MN), B € (NP) si C € (MP), astfel incat AM = 25 mm, BN = 30 mm,
CM = 20 mm, arata ca AC || NP sica BC' || MN.

c) Daca A € (MN), B € (NP) si C € (MP), astfel incit AM = 5 mm, BN = 30 mm,
CP =20 mm, arata ca AB || MP sica AC || NP.

3. Se considera trapezul ABCD, cu AB || CD, AB > CD, D C
AD = 24 cm, AB = 42 cm, BC = 16 cm si CD = 20 cm,
reprezentat In Figura 12. Punctele M si P sunt situate pe latura
AD, astfel incat AM = 12 cm si DP = 18 cm, iar punctele N
si @ sunt pe latura BC, astfel incat CN =8 cm si BQ =4 cm. P

a) Arata ca M N || AB; A

b) Demonstreaza ca PQ || AB:; i
N i . igura 12
c¢) Calculeaza lungimea segmentului M N’;
d) Calculeaza lungimea segmentului PQ);
AP B 1 AB-3+CD-1
e) Verifica daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate: i) 5D = Qg =3 ii) PQ = 3::: 1 :
AB-1+CD-3
f) Demonstreaza ca RS = 1 ::: 3 , unde R este mijlocul segmentului DM, iar S este

mijlocul segmentului C'N.

4. Se considera triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC si fie punctele M € (AB) si N € (AC)
astfel incat AM = C'N. Daca punctul P este simetricul punctului N fata de mijlocul segmentului
AC, demonstreaza ca MP || BC.

5. Se considera triunghiul ABC, cu AB = 15 cm, AC = 20 cm A
si BC = 25 cm si punctele M € AB, N € AC si P,QQ € BC,

astfel incat AM = 3 cm, CN = 16 cm, BP =5 cmsi BQ = 20 cm, M
ca in Figura 13. Demonstreaza ca:
a) MN || BC;
b) MQ || AC;
c) NP || AB;
d) dack MQN NP = {O}, atunci ON-0Q =oM -op. B T e C
Figura 13

e (Calculeaza acum lungimea segmentului PQ si verifica,
in acest caz, relatia PQQ = BC — 2 - MN. Ce valoare ai
obtine pentru lungimea segmentului PQ), daca AM = 7,5 cm si
AN =10 cm?

e Ce se Intampla cu punctele P, O si @) in acest caz? Justifica raspunsul dat!

6. Se considera patrulaterul convex MNPQ si punctele A € MN, B € NP, C € PQ si

AM BN CP D@
DeM tfel Tncat =l—-—==—==1-—".

€ MQ, astlelncat 775 NP~ PQ MQ
este un paralelogram.

144 ‘ Matematica

Demonstreaza ca patrulaterul ABC'D



Recapitulare

U 3
1. Daca ST = 30 cm, iar U € ST astfel incat — = —, ca in Figura 14, determina lungimile

segmentelor US si UT pentru ambele pozitii ale punctului U pe dreapta ST

3. Se considera triunghiul DEF, cu DE = 40 cm, FF = 56 ¢cm
si DF =24 cm. Daca A, M € DE, astfel incit AD = M E = 15 cm,
B,N € EF, astfel incat BE = FN = 21 cm si C, P € DF, astfel
incdt CF = DP =9 cm, demonstreaza ca AP || EF, BM || DF si
CN || DE.

4. Tmparte un segment de 7 cm in: a) 3 segmente congruente; b) 5 segmente congruente;
c) 7 segmente congruente; d) 14 segmente congruente; e) 11 segmente congruente.

5. Se considera dreptunghiul ABC' D, M un punct pe dreapta AB astfel incat B € AM si fie

S U, T U,
° Figura 14 °
2. In Figura 15 sunt patru drepte paralele echidistante si dous AJ \M
secante oarecare. Determina valoarea rapoartelor:
AB AC AD MN NQ PN B | \N
a) ——ib) ——i¢) =i d) ; e) ; f) :
BD' " BD' "’ BC' PQ' MN' W MQ CJ \P
D%

Figura 15

. MB 'MC __ND NC  MB ND

CM N AD = {N}. Demonstreaza ca: a) BA —CN,b) DA_C’M’C) BA.DA_L
o MB _MC_ ND_CN MB _ND_
AM ~ MN'Y AN T MN'V AM TAN T

6. Se considera dreptele d || e si dreptele a, b, ¢ paralele echidistante cu proprietatea ca d L a.
Notam dNa = {A}, dNb = {B}, dNc={C}, eNna = {A/}, enb = {B/} sieNc= {C'}. a) Stiind
ca punctele A,B si C' sunt coliniare Tn aceasta ordine ce poti spune despre lungimea segmentelor
AB, BC, A'B' si B'C'? b) Daci, in plus, AC' N A'C' = {O}, demonstreazi ci punctele B, O si
B’ sunt coliniare.

AM 2
7. Se considera paralelogramul M N PQ), punctul A € M N, astfel incat AN & si punctul

BN
B € NP, astfel incdt —— = 2,5. a) Aratd ca AB || MP. b) Daca ABN NQ = {C} si

BP
y . NC . . N
MP N NQ = {0}, calculeaza valoarea raportului rolol d) Determina valoarea raportului o
8. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M € AB, D Q C

N e BC, P e AD, Q € CD, astfel incat MN || AC, NP || AB si
PQ || AC, ca in Figura 16.

a) Demonstreaza ca MQ || AD.

b) Daca S este intersectia dreptelor M@ si N P, arata ca punctul
S apartine segmentului BD.

Figura 16

A M B

9. Se considera dreptunghiul ABCD si punctele M € (AB), respectiv N € CD, astfel incat
BM = DN. Daca punctele P si ) apartin diagonalei AC', astfel incat PM 1 AB si QN L CD,
demonstreaza ca punctul P este simetricul punctului @ fata de mijlocul segmentului AC.
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Evaluare

10p din oficiu

10p

10p

10p
10p

10p
10p

1. Stabileste care dintre urmatoarele doua afirmatii este falsa si care este adevarata:

a) Raportul a doua segmente depinde de unitatea de masura.

b) Mai multe drepte paralele echidistante determina, pe o secanta oarecare, segmente
congruente.
2. Alege varianta de raspuns corect: Dacd AB = 40 c¢m si C' aparjne segmenului AB, astfel

CA
incat B 3 atunci lungimea segmentului C'A este egald cu:
a) b cm; b) 25 cm; ¢) 100 cm; d) 15 cm.

3. Asociaza fiecarui raport din coloana A raportul corespunzator din coloana B, stiind ca

in Figura 17 avem cinci drepte paralele echidistante, intersectate de doua secante:
A B

i) gg a) ]\]\{g A/ \M

ii) gg b) ]\Jfg B/ \N

iii) B¢ c) NP C/ \P
e M ) N\

Q
V) 3B ) Np / A\
) NP Figura 17
e [
PQ

4. Completeaza spatiile punctate cu raspunsul corect:

a) Daca in triunghiul ABC avem MN || BC, cu M € ABsi N € AC, AM = 6 cm,
AB =24 cm si AC = 16 cm, atunci AN = ... .

b) Daca in triunghiul MNP avem MN = 30 cm, MP = 25 cm, A € M N, astfel incét
AM =6 cm, B,C € MP, astfel incit BM = 20 cm si CP = 20 cm, atunci NP || ... .

5. Consideram dreptele d || e || f paralele echidistante si a si b doud secante, astfel incat
dreptele a, b si e sunt concurente in B.

a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului si noteaza cu A, respectiv C' intersectiile
dreptei a cu dreptele d, respectiv f si cu D, respectiv E intersectiile dreptei b cu dreptele
d, respectiv f.

b) Scrie segmentele congruente care se obtin pe cele doua secante.

6. Se considera triunghiul M N P dreptunghic in M, A € MN, B € NP si C € MP astfel
incat AB || MP si BC || MN.

a) Demonstreaza ca ABCM este un dreptunghi.

AN CcpP
b) Arata ca MN—l—W:l. o 1
7. Se considera dreptunghiul ABCD si punctele M € (AB), astfel incat WE - 3 si
BN
N e (BC tfel incat — = 3.
€ (BC), astfel inca T
a) Arata ca M N || AC. B
b) Daca MN N BD = {Q}, calculeaza Qg
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