


1. Paralelism: drepte paralele; unghiul a doud drepte

1. Paralelism: drepte paralele; unghiul a doua drepte

Aminteste-ti!

1. Analizeaza, cu atentie, imaginile din stanga si apoi figurile din dreapta si raspunde la intrebarile

In figura din partea dreapts a
este reprezentata schita celor doua
strazi din imaginea din partea stanga.
b

& In figura din partea dreaptd
~ este reprezentata schita celor doua

sine de cale ferata din imaginea

C
d
din partea stanga. \
m
\

de mai jos.

i ..?*“ a In figura din partea dreapti
| il este reprezentata schita soselei si
‘ Ml | '[ ‘ a pasarelei din imaginea din par-
tea stanga.

e

a) Dreptele a si b au puncte comune?

b) Sunt dreptele a si b in acelasi plan? Justifica raspunsul.
c¢) Dreptele ¢ si d au puncte comune?

d) Sunt dreptele ¢ si d in acelasi plan? Justifica raspunsul.
e) Dreptele m si n au puncte comune?

f) Sunt dreptele m si n in acelasi plan? Justifica raspunsul.

0 Important

e In spatiu, dou drepte pot fi:
> concurente: sunt doua drepte, coplanare care au exact un punct comun;
> paralele: sunt doua drepte, coplanare care nu au niciun punct comun;
> necoplanare: sunt drepte care nu au niciun punct comun si nu sunt situate in acelasi plan.



e In spatiu, dous drepte paralele cu a treia dreapta sunt paralele
intre ele.

alld : b
bHc}:HI’HC

Observa si descopera!
D’

Q

2. In Figura 1 si Figura 2 C B’
este vorba de acelasi corp repre- ‘
zentat din perspective diferite.

Privind Figura 1, Ana va spune:
,Dreptele AD’ si B'C sunt drepte
necoplanare”.

Privind Figura 2, Radu va spune:
,Dreptele AD’ si B'C sunt drepte
concurente”.

a) Care dintre cei doi copii are
dreptate?

A B b) De ce crezi ca s-a inselat
unul dintre copii?

Figura 1

0 Important

e Dreptele concurente sunt coplanare (situate in acelasi plan) si formeaza patru unghiuri, doua cate
doua congruente.

Figura 2

e Masura unghiului dintre doua drepte concurente este cea mai mica masura a unghiurilor
formate de cele doua drepte.

e Masura unghiului dintre doua drepte paralele este egala cu 0°.

e Masura unghiului dintre doua drepte necoplanare este masura unghiului format de para-
lelele duse printr-un punct oarecare (convenabil ales) la cele doua drepte.

alla
b || b = <(ab) = <(a' V')
any ={M}

Uneori, punctul M se ia pe una .
\ dintre drepte si, prin el, se duce pa- M
****************** e ralela la cealaltd dreaptd (vezi fi- -
\ gura din dreapta).
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1. Paralelism: drepte paralele; unghiul a doud drepte

Exerseaza!

3. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ din Figura 3. Scrie in
caiet:

a) un exemplu de doua drepte paralele;

b) un exemplu de doua drepte coplanare;

¢) un exemplu de doua drepte concurente;

d) un exemplu de doud drepte necoplanare.

@ 4. Folosind cubul din Figura 3, stabileste masurile urmatoarelor
unghiuri:
a) unghiul dintre dreptele AA’ si AD;
b) unghiul dintre dreptele AA’ si BC,
¢) unghiul dintre dreptele BB’ si CC’;
d) unghiul dintre dreptele AB si DD’; Figura 3
e) unghiul dintre dreptele AD si DA’;
f) unghiul dintre dreptele CC’ si A'D;
g) unghiul dintre dreptele B'C” si AC.

5. Problema rezolvata: Se considera cubul ABCDA'B'C’'D’. Determind masura unghiului dintre
dreptele A’D si AC.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului.

Cum scriu:

D’ C

AT B

Pas 2. Trebuie ca, printr-un punct al uneia dintre drepte sa
construiesc o paraleld la cealalta dreapta. Voi arata ca dreptele A’D
si B'C' sunt paralele.

Construim segmentul B'C'.

Avem A'B’' || D'C" || DC.

Avem A'B' = D'C’' = DC.

Cum A'B’ || DC'si A'B’ = DC, obtinem ca A'B'C D
este paralelogram si deci A’D || B'C.




Pas 3. Pun in evidenta unghiul care da masura unghiului cautat.
Deoarece A'D || B'C rezulta <(A’'D,AC) = <(B'C,AC).

Pas 4. Pentru determinarea masurii unghiului dintre dreptele B'C' si AC' folosesc triunghiul B'C' A.
Observ ca toate laturile acestui triunghi sunt diagonale ale fetelor cubului, deci triunghiul B'C' A
este echilateral.

In AB'CA avem AB' = B'C = AC (diagonale ale fetelor cubului) = AB'CA este
echilateral, deci <B'C A = 60°.

Avem <t(A'D,AC) = <(B'C,AC) = <B'CA.

In concluzie <(A'D,AC) = 60°.

6. Se considera ABCA’B'C’ o prisma dreaptd cu baza triunghi echilateral, M mijlocul muchiei AB
si M’ mijlocul muchiei A’B’ (Figura 4).

a) Demonstreaza cd AA" || MM'.

b) Demonstreaza ca CM || C'M'.

¢) Determina masura unghiului dintre dreptele AB si CC".

d) Determind masura unghiului dintre dreptele AB si B'C".

CJ

AM

B’

A M B
Figura 4

7. Se considera prisma dreapta ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon regulat.
a) Realizeaza un desen corespunzator.

b) Precizeaza doua perechi de drepte paralele.

c¢) Precizeaza doua perechi de drepte concurente.

d) Precizeaza doua perechi de drepte coplanare.

e) Precizeaza doua perechi de drepte necoplanare.

8. Se considera prisma dreaptda ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon regulat.
Demonstreaza ca:

a) AA" || CC; c) AB || E'D'; e)AC || A'C; g) AC || D'F’;
b) BB | EE; d) BC | E'F; f) BE || B'E'; W) AE || B'D'.

9. Se considera prisma dreaptda ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon regulat. Determina mé-
surile unghiurilor dintre dreptele:

a) AB si BB'; c) AB si E'F; e) AD si B'F/;

b) BC si EE'; d) AC si C'E'; f) AF si D'F.
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2. Dreapta paraleld cu planul

2. Dreapta paralela cu planul

Observa si descopera!

1. In figura din dreapta sunt d
reprezentate schitat soseaua sub
forma planului, pasarela sub forma
dreptei si umbra pasarelei pe sosea
sub forma dreptei a. a

a) Cum sunt dreptele d si a?

b) Dacd 3 este planul deter- o
minat de dreptele d si a, care este
dreapta de intersectie a planelor
o si f7?

c) Dreapta d si planul a au
puncte comune?

e O dreapta este paralela cu un un plan daca nu are niciun punct comun cu planul.

Scriu: d || a.. Citesc: dreapta d este paraleld cu planul a. d

e O dreapta este concurenta cu un plan (inteapa planul) daca
are exact un punct comun cu planul.

Scriv: d N = {A}. Citesc: dreapta d intersecteaza planul
(inteapa planul) « in punctul A.

e Daca o dreapta are doua puncte comune cu un plan, atunci ea \ A
este continuta in plan. (Axioma includerii) \

e Cum dovedesc ca o dreapta este paralela cu un plan? Daca o dreapta este paralela
cu o dreapta dintr-un plan, atunci ea este paralela cu planul.

dla d
| =d| «a
aC o
Justificare: Presupunem ca d }f a. Atunci d
si o au puncte comune. Consideram M un punct a
comun.
o M

Pe de alta parte, d || a implica faptul ca exista
un plan 3 = (d,a).

Deoarece M € dNa obtinem M € d C 8 si M € o, adica M € anNf. Cum NP = a rezulta M € a.



Dar M € d, deci dreptele a si d sunt concurente. Contradictie cu d || a, prin urmare presupunerea facuta
(d } «) este falsa. Obtinem ca d || a.

Observatie: Daca o dreapta este paraleld cu un plan, atunci
este paralela cu o infinitate de drepte din plan, dar nu cu oricare
dreapta din plan.

Ezemplu: muchia notata cu a este paralela cu fiecare dreapta
determinata de codul de bare, dar nu este paralela cu dreapta de sub
textul scris pe cutie.

oy
& }

Exerseaza!
2. Prezinta doua exemple din sala de clasa in care o dreapta este paraleld cu un plan.

3. a) Pe un cub, alege o muchie si o fata laterala astfel incat dreapta pe care se afli muchia sa fie
paralela cu planul fetei. Justifica paralelismul.

b) Mai exista vreo fata paralela cu muchia aleasa?

4. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B’'C’'D’. Demonstreaza ca:

a) AB | (CDD'); b) BB' | (ADD'); ) CD' || (ABB'); d) AD' || (BCC'); ¢) AC || (A'C'B);
f) AD" | (A’BC"); g) BC" || (AD'C).

5. Dreptunghiurile ABC'D si ABEF sunt situate in plane diferite. Demonstreaza ca FD || (BEC).

6. Dreptunghiurile ABC'D si ABEF sunt situate in plane diferite. Daca M este punctul de intersectie
a diagonalelor dreptunghiului ABCD si N este punctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului
ABEF, demonstreaza ca M N || (FAD).

7. Problema rezolvata: Triunghiurile ABC' si ABD sunt situate in plane diferite. Daca G si Go
sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, respectiv ABD, demonstreaza ca: GGz || (BCD).

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului. Punctele E' si F' sunt mijloacele
laturilor BC', respectiv BD.

Cum scriu:
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2. Dreapta paraleld cu planul

Pas 2. Trebuie identificata o dreapta in planul (BCD) despre care si demonstrez ca este paraleld

cu G1Gs.

Imi amintesc ci, in plan, paralelismul a doui drepte se poate demonstra prin:

1. drepte taiate de o secanta

2. reciproca teoremei lui Thales

3. linia mijlocie in triunghi

4. laturi opuse in paralelogram

5. tranzitivitatea relatiei de paralelism.

- 2
In problema data, daca vorbim de centrul de greutate, stiu ca el se afla, pe o mediana, la 3 de varf

1
si 3 de baza. Acest lucru ma determina sa folosesc reciproca teoremei lui Thales in triunghiul AEF.

Din AFE este mediana si GGy este centrul de greutate, rezulta

2 .
= —. In triunghiul AEF avem —— =

AF 3 AFE AF
Thales, rezulta G1G3 || EF. Acum G1G3 | EF si EF C (BCD) implica G1Gs || (BCD).

A

8. Triunghiurile ABC si ABD sunt situate in plane diferite.
Daca G; si G2 sunt centrele de greutate ale triunghiurilor ABC),
respectiv ABD, demonstreaza ca CD || (BG1G2).

9. Se considera piramida regulata VABC, punctul £ pe muchia
V' B si punctul F' pe muchia C'V astfel incat AE este bisectoarea un-
ghiului VAB si AF este bisectoarea unghiului V AC. Demonstreaza
ca EF || (ABC).

Indicatie:

Daca AM este bisectoarea unghiului A, din triunghiul ABC, atunci
MB AB (vezi Fi 5)
Vo — Ac \ved Figura 5).

10. Se considera un plan «, o dreapta a paralela cu planul « si
un plan § care contine dreapta a, ca in Figura 6. Dacd a N = d,
arata ca a || d.

AG, 2 :
7 =3 Analog obtin

) si, din reciproca teoremei lui

Figura 5




3. Plane paralele

& Observa si descopera! ‘4
1
d

tavanul TnIZ nuante 1. In figura din dreapta sunt B ) ><
reprezentate schitat pardoseala sa- a b
lii de sport sub forma planului o, Y

portiunea din tavan de culoare ver-

nil sub forma planului 3, o parte
laterala a tavanului sub forma pla-

nului vy si sub forma dreptelor dy,

ds, a si b o parte din grinzile din
imaginea din stanga. a

sala de sport

pardoseala

Priveste cu atentie imaginea si figura si stabileste care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate si
care sunt false:

a) Planele « si f nu au puncte comune. d) Dreptele d; si da sunt concurente.
b) Planele § si v nu au puncte comune. e) Dreptele d; si dg sunt paralele cu planul .
¢) Planele « si v nu au puncte comune. f) Dreapta b este paralela cu planul .
0 Important
e Doua plane sunt paralele daca nu au niciun punct comun. B

Scriu: « || . Citesc: planul alfa este paralel cu planul beta.

e Daca doua plane distincte au un punct comun, atunci au comun
o dreapta. Planele sunt concurente.

e Cum dovedesc ca doua plane sunt paralele?

Daca doua drepte concurente dintr-un plan sunt paralele cu alt plan, atunci planul determinat de
cele doua drepte este paralel cu planul initial.

diNdy = {A}

di,ds C «

di || g

d2 H 3

Justificare: Presupunem ca planele nu sunt

paralele. Atunci exista o dreapta d = anj3. Dreapta
d si dreptele dj si dy sunt din planul a. Deoarece
dy si dg sunt drepte concurente, rezulta ca dreapta o
d se intersecteaza cu dreapta dy sau cu dreapta ds. et
(Daca d nu se intersecteaza nici cu dp, nici cu da, I,/’OM
atunci d || dy si d || dg, de unde rezulta dy || do. T d
Dar d; Ndy = {A}.) Considerand {M} = d N dy,
atunci M € d C 8 si M € dy, adica dy N B # 0.
Contradictie cu afirmatia din ipoteza care spune ca
dy || B. Presupunerea facuta este falsa, prin urmare

allB.

=allp
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3. Plane paralele

e Printr-un punct exterior unui plan a se poate construi un singur plan paralel cu

planul a.

Justificare: Consideram M punctul exterior planului « si dreptele concurente a si b incluse in planul
«. Prin punctul M trece o unica dreapta paraleld cu dreapta a; o’ || a (Axioma paralelelor). Prin punctul
M trece o unica dreapta paraleld cu dreapta b; b’ || b (Axioma paralelelor). Dreptele a’ si &’ sunt drepte
concurente, deci existd un plan 8 = (a/,b') . Dina ||/, d C Bsib | b,V C B deducem ca § | « si
unicitatea constructiilor a’ si &’ implica unicitatea planului .

b

o

e Doua plane « si 3, care sunt paralele cu al treilea plan 7, sunt paralele intre ele.

Justificare: Presupunem ca o })f 5. Atunci a N B = d. Daca vom considera un punct A pe dreapta
d, atunci prin punctul A trec doua plane paralele cu planul v. Contradictie. Rezulta « || 3.

& Observa si descopera!

2. In figura din dreapta sunt a
reprezentate schitat pardoseala sa-
lii de clasa sub forma planului (3,
tavanul sub forma planului « si
un perete lateral sub forma pla-
nului v din imaginea din stanga.

Priveste cu atentie imaginea b
si figura si stabileste care dintre |7 B
afirmatiile urmatoare sunt adeva-
rate si care sunt false.

a) Planele « si f sunt paralele. d) anvy =a.

b) Planele § si v sunt paralele. e) BN~y =b.

c¢) Planele v si a nu sunt paralele. f) Dreptele a si b nu sunt paralele.
Important

e Daca un plan intersecteaza unul din doua plane paralele, atunci il intersecteaza si pe celalalt si
dreptele de intersectie sunt paralele.

YNa=a

=yNpB=bsialb
o B } TNB=bsial



Justificare: Presupunem ca planele v si 5 nu se intersecteaza. Atunci vy || 8. Dar « || 5 si atunci
a || 7. Dar a Ny = a. Contradictie. Prin urmare planele 7 si 8 se intersecteaza. Consider b = v N f.
Presupunem ca dreptele a si b nu sunt paralele. Atunci, ele fiind coplanare (sunt in planul 7y), sunt
concurente. Consideram M punctul de intersectie a dreptelor a si b. Avem M € a C awsi M € b C j3,
implica M € aN 3, adica a}r B. Dar « || B, contradictie. Presupunerea facuta este falsa, prin urmare
dreptele a si b sunt paralele.

Exerseaza!

3. Identifica, in sala de clasa, perechi de plane paralele.

4. Identifica, pe fetele unui paralelipiped dreptunghic, perechi de plane paralele.
5. Demonstreaza ca in orice prisma dreapta bazele sunt incluse in plane paralele.

6. Se considerd prisma dreaptda ABC A’B’C’ cu baza triunghi echilateral si punctele M, N si P astfel
incdt AB'NA'B={M}, BC'NB'C ={N}si AC'NA'C ={P}. Demonstreaza ca planul (M N P) este
paralel cu planul (ABC).

7. Se considera cubul ABCDA'B'C'D'.
a) Demonstreaza cd AD' | BC'.
b) Demonstreaza ca planele AB'D’ si BC'D sunt paralele.

8. Se considera planele « || 5 si dreptele d; || do astfel incat dy N = Ay, di NP = By; da N = Ag,
do NG = Bos.

a) Deseneaza o figura corespunzatoare enuntului.

b) Demonstreaza ca A1 By = AyBy si A1 Ay = B Bs.

9. Se considera tetraedrul ABCD si punctele G1, G2 si G centrele de greutate ale fetelor BC'D,
ACD, respectiv ABD.

a) Realizeaza o figura corespunzatoare enuntului.

b) Demonstreaza ca (G1G2G3) || (ABC).

e-[||A & Bsejd nijuad [enuejn — BoeWIRA



4. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate

4. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice
studiate; trunchiul de piramida si trunchiul de con circular drept
(descriere si reprezentare)

Observa si descopera!
1. Ajuta-1 pe Radu sa rezolve urmatoarea problema.

Se considera o piramida triunghiularda VABC (Figura 7). Un plan paralel cu planul bazei intersecteaza
muchiile laterale AV, VB si CV in punctele A’, B’, respectiv C’. Demonstreaza ca triunghiul A’B’'C’
este asemenea cu triunghiul ABC.

® A\

A
b
.

©

A B
Figura 7

Radu te intreaba:
a) Care este dreapta de intersectie a planelor « si (VAB)?
b) Care este dreapta de intersectie a planelor (VAB) si (ABC)?
c¢) Sunt paralele planele « si (ABC)?
d) Sunt paralele dreptele AB si A’B’?
e) Justificd de ce BC' || B'C" si A'C" || AC.

De aici Radu se descurca singur. Urmareste rationamentul lui Radu.

In triunghiul VAB, A’B’ || AB implic4, din teorema fundamentals a asemanarii, AVA'B' ~ AV AB,
VA vB A'B (1)

VA VB AB’

de unde

VB vC'  BC
VB VC BC

Analog, din AVB'C’ ~ AV BC rezulta (2) si din AVA'C" ~ AV AC rezulta

va_ve Ac g
VA Ve ACT
A/B/ B/Cl A/Cl

Din (1), (2) si (3) deducem ca 1B BC 1c

, adica AA'B'C" ~ ANABC.




0 Important

e Daca sectionam o piramida cu un plan paralel cu planul bazei, atunci in plan obtinem un poligon
cu laturile respectiv paralele cu laturile poligonului bazei piramidei, iar in piramida doua corpuri: o
piramida mica avand acelasi varf cu piramida initiala si elementele proportionale cu cele ale piramidei
initiale si un corp nou numit trunchi de piramida.

e Trunchiul de piramida este corpul ramas in urma intersectiei unei piramide cu un plan paralel
cu planul bazei si indepartarea piramidei mici, din varf.

e Pentru a desena un trunchi de piramida se
deseneaza mai Intai piramida)

e Elementele unui trunchi de piramida
sunt:

> Bazele trunchiului de piramida.
si baza mica. Sunt doua poligoane cu laturile
respectiv paralele. In figura aldturati baza mare
este AABC, iar baza mica este AA'B'C’.

[}

N

RN
s
. \
/ \

> Fetele laterale. Sunt totdeauna trapeze.
Daca trunchiul de piramida provine dintr-o pira-
mida regulata, atunci fetele laterale sunt trapeze
isoscele. In figura aldturats fetele laterale sunt tra-
pezele ABB'A', BCC'B’ si ACC'A'.

> Muchiile laterale. Sunt segmentele care
raman din muchiile laterale ale piramidei dupa ce
se Inlatura piramida mica. Daca trunchiul de pira-
mida provine dintr-o piramida regulata, atunci mu- "
chiile laterale sunt congruente. In figura aliturats A B
muchiile laterale sunt AA’, BB’ si CC".

> Muchiile bazelor. Sunt laturile celor
doua poligoane care reprezinta bazele trunchiului
de piramida. In figura aldturatd muchiile bazelor
sunt AB, BC, CA, A'B’', B'C" si C'A".

Exemple de trunchiuri de piramida:

0 e Trunchiul de con circular drept este corpul ramas in urma intersectiei unui con circular drept
cu un plan paralel cu planul bazei si indepartarea conului mic, din varf.
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4. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate

e Elementele unui trunchi de con circular drept sunt:
> Bazele trunchiului de con: baza mare si baza mica. Sunt doua cercuri de raze diferite.
> Suprafata laterala. Trunchiul de con nu are fete laterale; are o suprafata laterala.
> Razele bazelor: raza bazei mari, respectiv raza bazei mici.
> Generatoarea: este segmentul care ramane din generatoarea conului dupa indepartarea
conului mic.

Exerseaza!

2. Se considera un trunchi de piramida regulatd ABC A’B'C’ (Figura 8), cu baza triunghi echilateral.
Daca muchia bazei mari este egala cu 8 cm, muchia bazei mici este egalda cu 4 c¢m si muchia laterala a
piramidei din care provine trunchiul are lungimea egala cu 10 cm, determina lungimea muchiei laterale
a trunchiului de piramida.

° <

Figura 8

3. Se considera un trunchi de con circular drept in care raza bazei mari este de 10 cm, raza bazei mici
este de 5 cm si generatoarea trunchiului de con este de 6 cm. Determina lungimea generatoarei conului
circular drept din care provine trunchiul de con.

4. Se considera un con circular drept cu raza bazei egala cu 12 cm. Se sectioneaza conul cu un plan
. . o L2 < A
paralel cu planul bazei care intersecteaza o generatoare a conului la 3 din generatoare, fata de varful
conului. Determina lungimea razei cercului de sectiune.

5. Aria unei fete laterale a unei piramide drepte cu baza patrat este egald cu 48 cm?. Se sectioneazi
piramida cu un plan care trece prin mijlocul unei muchii laterale. Determina aria unei fete laterale a
trunchiului de piramida obtinut.



5. Recapitulare

%/ 1. Transcrie, pe caiet, tabelul de mai jos si apoi, folosindu-te de Figura 9, completeaza fiecare spatiu
punctat din coloana A cu litera din coloana B pentru care se obtine un enunt adevarat.

A B

... € d

. C e

e Na#0 f
~Na=10 P

(0]

€

/\/L/

Figura 9

2. Se considera prisma dreapta M N PM'N’'P’ cu baza triunghi echilateral.
a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Precizeaza care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si care sunt false:
i) MN | M'N"; ii) NP || (M'N'P’); iii) MM' || (MPP'); iv) (MNP) || (M'N'P’).
Justifica raspunsurile date.

3. In Figura 10 ABCDA'B'C'D' este un cub, iar punctele M, N si P sunt mijloacele muchiilor AD,
B'C’, respectiv BC.

a) Demonstreaza ca NP || CC’.
b) Determind mésura unghiului dintre dreptele M N si CC".

¢) Determingd masura unghiului dintre dreptele M N si C'D’.

ol

C, I‘}I B’

D M A
Figura 10

e-[||A & Bsejd nijuad [enuejn — edeWIRA



5. Recapitulare

4. Se considera dreptunghiul ABCD si paralelogramul ABEF situate in plane diferite. Punctele M
si N sunt mijloacele segmentelor AD, respectiv AF.

a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Demonstreaza ca CE || DF.

c¢) Demonstreaza ca MN || (BEC).

5. Se considera punctele necoplanare A, B, C si D si punctele M, N, P si (Q mijloacele segmentelor
AB, AC, DC, respectiv DB.

a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.

b) Demonstreaza ca M N P(Q este paralelogram.

¢) Stiind ca masura unghiului dintre dreptele AD si BC' este egala cu 90°, demonstreaza ca M N PQ

este dreptunghi.

6. Se considera un patrat ABC'D si M un punct exterior planului patratului. Se construiesc punctele
N, P si Q astfel incat MN || AB, NP || BC si PQ || CD. Demonstreaza ca punctele M, N, P si @) sunt

coplanare.

7. Se considera ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic astfel incat AB = 10v/3 cm si
BC = BB’ =10 cm.

a) Determind lungimile segmentelor AB’ si AC.

b) Determind mésura unghiului dintre dreptele AB si CC".

¢) Determina masura unghiului dintre dreptele AB’ si DD'.

d) Determind masura unghiului dintre dreptele BC” si AD.

e) Determina masura unghiului dintre dreptele CD’ si AB.

8. Problema rezolvata: Se considera piramida regulata VABCD, cu varful V si punctele M si N,
mijloacele muchiilor C'V, respectiv DV

a) Demonstreaza ca punctele A, B, M si N sunt coplanare.

b) Daca P este punctul de intersectie a dreptelor AN si BM, demonstreaza ca VP || BC.

c) Justifici afirmatia: ,Intr-o piramidd regulati cu baza pétrat, dreapta de intersectie a doud fete
laterale opuse este paralela cu muchiile bazei corespunzatoare acelor fete si trece prin varful piramidei”.

Solutie:

Cum gandesc: Pas 1. Realizez un desen corespunzator enuntului.

Cum scriu:

A,

Pas 2. a) Pentru a demonstra ca patru puncte sunt coplanare trebuie sa aratam ca cele patru
puncte determina doua drepte concurente sau doua drepte paralele. Deoarece in problema se vorbeste
despre ,,mijloacele muchiilor” ma pot gandi la linia mijlocie, deci la paralelism.

In AVDC, MN este linie mijlocie si atunci M N || DC. Dar ABCD este patrat, deci
DC' || AB. Rezulta M N || AB, prin urmare punctele A, B, M si N sunt coplanare.



Pas 3. b) Voi demonstra ca patrulaterul BC' PV este paralelo-
gram. Punctul M este mijlocul diagonalei C'V'. Voi arata ca punctul
M este si mijlocul diagonalei BP.

Stiind ca M N este linie mijlocie in triunghiul V DC,

DC
avem MN = - si, cum DC = AB (ABCD este
AB
patrat), obtinem MN = -
De aici si din M N || AB rezulta ca M N este linie
mijlocie in triunghiul PAB, deci punctul M este si

mijlocul segmentului BP.

Pas 4. Stiu ca patrulaterul in care diagonalele au acelasi mijloc este paralelogram si de aici obtinem
paralelismul celor doua drepte care ne intereseaza.

Din afirmatiile M este si mijlocul segmentului BP si M este si mijlocul segmentului C'V,
rezultd ca patrulaterul BCPV este paralelogram. Atunci VP || BC.

Pas 5. c) Pentru a determina dreapta de intersectie a doua plane sunt necesare doua puncte comune
celor doua plane. Planele VBC' si VAD au comun punctul V. Trebuie identificata aceasta dreapta de
intersectie care trece prin V.

Avem P € BM C (VBC(C), deci P € (VBC) si P € AN C (VAD), deci P € (VAD).
Prin urmare, punctul P apartine celor doua plane. Rezulta (VBC) N (VAD)=VP.

Pas 6. La punctul b) am demonstrat ca V P este paralela cu BC.

Din punctul b) avem V P || BC, iar din ipoteza (ABCD patrat) avem AD || BC. Atunci
VP || BC || AD si afirmatia este justificata.

9. Se considera trapezul ABCD, cu AB || CD, si dreptunghiul ABEF situate in plane diferite.
a) Realizeaza un desen corespunzator enuntului.
b) Demonstreaza ca dreptele CE si DF sunt coplanare.
pPC  DC
PB ~ AB’
< . . . . . PC QC
d) Daca @ este punctul de intersectie a dreptelor F'D si EC, aratda ca —— = ——

PB  QE’
e) Demonstreaza ca PQ || BE || AF.

c¢) Daca P este punctul de intersectie a dreptelor AD si BC|, arata ca

10. Se considera trunchiul de piramida regulata ABCA’B’C’. Daca latura bazei mici este o treime
din latura bazei mari si muchia laterala a trunchiului de piramida este egala cu 6 cm, determina lungimea
muchiei laterale a piramidei din care provine trunchiul.

11. Se considera un con circular drept VAB cu raza bazei egala cu 18 cm si M un punct de pe

V 2
generatoarea V' A astfel incat —— = 2 Conul se sectioneaza cu un plan paralel cu planul bazei, care

trece prin punctul M. Determina raza bazei mici a trunchiului de con obtinut prin sectionare.

AUTOEVALUARE - In aceasti unitate de invitare:

Am inteles foarte bine ... Revezi lectiile si exercitiile notiunilor notate la culoarea galbend. W

Imi este neclar ... Discutd cu un coleg/ o colegd sau cu profesorul despre ceea ce nu ai
Nu stiu sa .... / Nu am inteles .... inteles si ai completat la culoarea rosie.

e-[||A & Bsejd nijuad [enuejn — BoeWIRA



6. Evaluare

Figura 12

Figura 14

6. Evaluare

Timp de lucru: 45 de minute

Din oficiu 10p
1. Asociaza fiecarei perechi de drepte din coloana A descrierea

corespunzatoare din coloana B, folosindu-te de Figura 11. 10p
A B
l.esif a) concurente
2. fsid b) necoplanare
c) paralele

La exeritiile 2 — 5, alege raspunsul pe care-1 consideri corect.
2. In prisma dreapti ABCA'B'C’ cu baza triunghi echilateral

(Figura 12), dreapta BC' este paraleld cu: 10p
A. AB; B. BB'; C. AB’; D. B'C".
3. a) Deseneaza un cub ABCDA'B'C'D'. 5p
b) In cubul ABCDA'B'C'D’, masura unghiului dintre dreptele
BB’ si CD’ este: 5p

A. 30°; B. 45°; C. 60°; D. 90°.
4. a) Deseneaza paralelipipedul dreptunghic

MNPQM'N'P'(Q'. 5p
b) In paralelipipedulul dreptunghic M NPQM'N'P'Q’, dreapta
M N’ este paralela cu planul: 5p

A. (MNP); B. (NPP'); C. (M'N'P'); D. (PQQ").
5. In prisma dreaptda ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu baza hexagon

regulat (Figura 13), planul (AB’A’) este paralel cu planul: 10p
A. (ABC); B. (C'D'E'); C. (DEE'"); D. (DFF").

6. a) Deseneaza o piramida regulata VABCD, cu varful V. 5p
b) In piramida regulati VABCD , cu varful V, demonstreaz ca
AD || (VBQC). op
c) Daca AV = AB, determina masura unghiului dintre dreptele
VD si AB. ap
d) Daca M este mijlocul segmentului BC, determina masura un-
ghiului dintre dreptele AD si VM. ap

7. In Figura 14 ABCDA'B'C'D’ este un trunchi de piramida
regulata. Daca muchia laterala a piramidei din care provine trunchiul
are aceeasi lungime cu muchia bazei mari a trunchiului de piramida,
determind masura unghiului dintre dreptele AA" si CC". 10p

8. Se considera conul circular drept VAB. Conul se sectioneaza
cu un plan paralel cu planul bazei astfel incat aria sectiunii este egala
cu 97 cm?. Stiind ca raportul dintre generatoarea trunchiului de con
si generatoarea conului este R determina raza cercului de la baza

conului. 10p



7. Exersezi si progresezi

Y

> 1. Folosindu-te de Figura 15, precizeaza care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate si care sunt
false:

a) dreptele d si e sunt coplanare; B
b) dreptele d si e sunt paralele;

c) dreptele e si f sunt coplanare;
) dreptele g si e sunt coplanare; B
e) dreptele f si g sunt necoplanare;
f) dreptele d si f sunt paralele; g

)
g) dreptele d si g sunt coplanare; L e ¢
h) ABNd = 0; d A

i) AB C o .
i) AB | d. Figura 15

o,

2. In Figura 16 este ilustrats schita unui acoperis reprezentat printr-o prisma dreapts ABCA'B'C’
cu baza triunghi isoscel (AB = BC'). Acoperisul trebuie construit astfel incat masura unghiului AC'B sa
fie de 10°. Se considera punctele M si M’ mijloacele segmentelor AC' si A'C".

a) Daca AC' = 10 m, iar tg 10° = 0,17 determina
lungimea segmentelor BM si B'M' care reprezinta
inaltimea acoperisului.

b) Demonstreaza ca AMM'A’ este dreptunghi.

c¢) Demonstreaza ca MM' || BB'.

d) Determina masura unghiului dintre dreptele
BC'si A'B'.

Figura 16

3. Stiind ca in Figura 17 ABCDEF reprezinta o prisma dreapta cu baza triunghi echilateral,
identifica cate doud perechi de: i) drepte paralele; ii) drepte concurente; iii) drepte necoplanare; iv) o
dreapta si un plan astfel incat dreapta este continutd in planul respectiv; v) o dreapta si un plan astfel
incat dreapta ,inteapa” planul respectiv; vi) o dreapta si un plan astfel incit dreapta este paralela cu
planul respectiv.

Dq oF

B
Figura 17
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7.Exersezi si progresezi

4. Se considera piramida regulatd VABCD de varf V cu baza patratul ABCD (Figura 18), M
si IV mijloacele muchiilor VB si VC, O centrul bazei ABC'D, P mijlocul segmentului VO, @ mijlocul
segmentului M N si R mijlocul muchiei BC'. Demonstreaza ca:

a) AB || (VCD); b) BC || (VAD); ¢) MN || (ABC); d) MN || (V AD);
e) punctele V, @ si R sunt coliniare; f) (PMQ) || (ABC).

5. Se considera cubul ABCDA'B'C'D’. Demonstreaza urmétoa-
rele relatii de paralelism: a) (ABC) || (A'B’C’); b) (BCC") || (ADD");
c) (ABB') || (D'C'C).

6. Se considera tetraedrul regulat VABC si punctele M € V A,
N € VB si P € VC astfel incat AM = BN = CP. a) Demon-
streaza ca (MNP) || (ABC). b) Demonstreaza ca triunghiul M NP
este echilateral.

Figura 18
7. Ofera un contraexemplu pentru enuntul urmator: ,daca d || a, e || a si d || e, atunci (d,e) || a.”

8. Se considera paralelipipedul dreptunghic M N PQM'N’'P'Q’ si punctele A pe muchia MM’ B pe
muchia NN’, C pe muchia PP’ si D pe muchia QQ’ astfel incit AM = BN’ = CP' = DQ. Demonstreaza
ca (AND) || (BCQ').

9. Se considera trunchiul de piramida regulatda ABCA’B’C’ cu baza triunghi si M, N si P puncte
pe muchiile laterale AA’, BB’, respectiv CC’ astfel incat AM = BN = CP.

Demonstreaza ca (M NP) || (ABC).

10. Se considera trunchiul de piramida regulata M N PM’'N'P’ cu baza triunghi, iar punctele Oy, O si
O3 sunt pe fetele laterale ale trunchiului de piramida astfel incit MN'NM'N = {O1}, NP'NN'P = {02}
si MP' N M'P = {O3}. a) Demonstreaza ca (0O10203) || (M NP). b) Arata ca triunghiul O;0203 este
echilateral.

11. Se considera prisma dreaptd ABCDA'B'C'D’ cu baza pa- Y
trat, iar punctele O1, O2, O3 si Oy sunt centrele fetelor laterale ale
prismei. Demonstreaza ca:

a) punctele O1, Oy, O3 si O4 sunt coplanare;

b) planul determinat de punctele O1, Oz, O3 si Oy este paralel
cu planul bazei prismei;

c¢) poligonul determinat de punctele Oy, Oz, O3 si Oy este un
patrat.

12. Se considera piramida regulata VABC cu varful V si cu
baza triunghi (Figura 19), (A’B'C") || (ABC') o sectiune paraleld cu
planul bazei astfel incat AB = 2A’B’, M mijlocul muchiei AB, N
mijlocul segmentului CC’, P mijlocul segmentului CM, @) mijlocul
segmentului A’B’ si R mijlocul lui A’C".

a) Dacd VA =12 cm, determina lungimea segmentului AA’.

b) Demonstreaza ca NP || (ABC").

c¢) Demonstreaza ca PQ || (VBC).

d) Demonstreaza ca (RQP) || (VBC).

13. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’'C'D’ si punctele M, N, P si (Q pe muchiile
AA', BB', CC', respectiv DD’ astfel incat A’M = BN = CP = D'Q. Demonstreaza ca dreptele M P si
N(@ sunt concurente.

Figura 19

14. Se considera o piramida regulata VABCD, punctul O mijlocul segmentului AC, punctul M
mijlocul muchiei VA si punctul N mijlocul muchiei V' B. Demonstreaza ca (OMN) || (VDC).





